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Notações e Convenções
Notações e Convenções
Convenções
• Os índices do espaço-tempo 4D e 5D : µ, · · · = 0, · · · , 3 e α, β, ... = 0, ..., 4
• Os índices espaciais em 3D e 4D são : a, b, ... = 1, ..., 3 e m,n, · · · = 1, · · · , 4.
• Os grupos de de Sitter e anti-de Sitter SO(n,N −n) serão denotados de maneira
compacta como: (A)dSN .
• Os índices e as correspondentes métricas serão denotadas por:
(A)dS6 : M,N, · · · = 0, · · · , 5 , ηMN = diag(−1, 1, 1, 1, 1, s) , (1)
(A)dS5 : A,B, · · · = 0, · · · , 4 , ηAB = diag(−1, 1, 1, 1, s) , (2)
onde s assume os valores ±1 para dS ou AdS, respectivamente. Os índices de Lorentz
SO(1, 3) 4D serão denotados por (I, J · · · = 0, · · · , 3), (i, j · · · = 1, 2, 3) a métrica
correspondente sendo ηIJ = diag(−1, 1, 1, 1). Essas métricas e suas inversas permitem
abaixar e subir os vários índices do grupo.
• Os respectivos símbolos de Levi-Civita são definidos como
vii
εMNPQRS =
 ε012345 := 1εABCDE5 := εABCDE
εABCDE =
 ε01234 := 1εIJKL4 := εIJKL
εIJKL =
 ε0123 := 1ε0ijk := εijk
para o espaço interno, ou seja, do grupo de simetria, e
εαβγδε =
 ε01234 := 1εµνρσ4 := εµνρσ
εµνρσ =
 ε0123 := 1ε0abc := εabc
para o espaços-tempo 5D e 4D.
Base da álgebra de Lie
Uma base para álgebra de Lie (a)ds6 do grupo (A)dS6 pode ser dada por 15
matrizes MPQ = −MQP :
(MPQ)
M
N := −(δMP ηNQ − ηPNδQM)
satisfazendo as relações de comutação de (a)ds6
[MMN ,MPQ] = −ηMQMNP − ηNPMMQ + ηMPMNQ + ηNQMMP . (3)
Pode-se decompor essa base de acordo com representações do grupo de Lorentz 5D
SO(1, 4) como
MMN =
 MABPA := 1lMA5
viii
onde o parâmetro l positivo é introduzido relacionando-se com a constante cosmológica
Λ ∼ s
l2
(s = η55) de uma teoria de gravitação em 5D. Dessa forma, as relações de
comutação leem-se
[MAB,MCD] = −η˜ADMBC − η˜BCMAD + η˜ACMBD + η˜BDMAC ,
[MAB, PC ] = η˜ACPB − η˜BCPA , (4)
[PA, PB] = ΛMAB ,
com η˜AB = diag(−1, 1, 1, 1, 1). Os dez geradores MAB são os geradores do grupo de
Lorentz 5D, e juntos com os 5 geradores PA, geram o grupo (A)dS6 para o espaço-tempo
5D. Os geradores MAB podem ser representados por matrizes 5× 5
(MCD)
A
B := −(δAC η˜BD − η˜CBδAD)
A primeira linha das relações de comutação acima, a saber
[MAB,MCD] = −ηADMBC − ηBCMAD + ηACMBD + ηBDMAC , (5)
mas dessa vez com a métrica ηAB = diag(−1, 1, 1, 1, s), nos fornece as regras de comu-
tação da álgebra de Lie de (A)dS5. Sua decomposição de acordo com as representações
do grupo de Lorentz 4D são
MAB =
 MIJPI := 1lMI4
Analogamente introduzimos um parâmetro positivo para dimensionalizar corretamente
o gerador PI l associado a constante cosmológica em uma teoria de gravitação em 4D.
Assim
[MIJ ,MKL] = −ηILMJK − ηJKMIL + ηIKMJL + ηJLMIK ,
[MIJ , PK ] = ηIKPJ − ηJKPI ,
[PI , PJ ] = ΛMAB .
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Além disso, estaremos interessados na decomposição completa de (A)dS6 de acordo
com as representações do grupo de Lorentz SO(1, 3)
MIJ , PI :=
1
l
MI5 , QI :=
1
l
MI4 , R := M45 , (6)
[MIJ ,MKL] = −ηILMJK − ηJKMIL + ηIKMJL + ηJLMIK ,
[MIJ , PK ] = ηIKPJ − ηJKPI ,
[MIJ , QK ] = ηIKQJ − ηJKQI ,
[MIJ , R] = 0 ,
[PI , PJ ] =
s
l2
MIJ , [QI , QJ ] =
1
l2
MIJ ,
[PI , QJ ] =
1
l2
ηIJR ,
[PI , R] = sQI , [QI , R] = −PI .
Dimensões
As dimensões dos campos e dos parâmetros da teoria e dos geradores do grupo,
dados em unidade de massa, são:∣∣∣∣∣∣ ds ω
IJ eI l Λ MIJ PI
dim −1 1 0 −1 2 0 1
∣∣∣∣∣∣
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Resumo
NEVES, Bruno Carvalho, D. Sc., Universidade Federal de Viçosa, setembro de 2016.
Um modelo de gravitação tipo-topológico em um espaço-tempo 4D. Ori-
entador: Olivier Piguet. Coorientadores: Daniel Heber Theodoro Franco e Oswaldo
Monteiro Del Cima.
Nesse trabalho consideramos um modelo para gravitação em um espaço-tempo qua-
dridimensional, originalmente proposto por Chamseddine, que pode ser obtido por
uma redução dimensional e truncação de uma teoria de Chern-Simons pentadimen-
sional. Sua origem topológica, torna-o um candidato interessante para uma quanti-
zação mais fácil, por exemplo, na abordagem da quantização de laços. O presente
trabalho é dedicado a análise clássica das propriedades do modelo. Soluções cosmoló-
gicas, bem como soluções de onda, foram encontradas e comparadas com as soluções
correspondentes da relatividade geral de Einstein com constante cosmológica.
xi
Abstract
NEVES, Bruno Carvalho, D. Sc., Universidade Federal de Viçosa, September, 2016.
A topological-like model for gravity in 4D space-time. Adviser: Olivier
Piguet. Co-advisers: Daniel Heber Theodoro Franco and Oswaldo Monteiro Del
Cima.
In this work we consider a model for gravity in 4-dimensional space-time originally
proposed by Chamseddine, which may be derived by dimensional reduction and
truncation from a 5-dimensional Chern-Simons theory. Its topological origin makes
it an interesting candidate for an easier quantization, e.g. in the Loop Quantization
framework. The present work is dedicated to a classical analysis of the model’s
properties. Cosmological solutions as well as wave solutions are found and compared
with the corresponding solutions of Einstein’s General Relativity with cosmological
constant.
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Introdução e Motivação
Usualmente apresenta-se a relatividade geral (RG) como uma teoria métrica,
onde o campo dinâmico da teoria é codificado exclusivamente na métrica do espaço-
tempo. Essa descrição é conhecida como formalismo de segunda-ordem. Contudo, ela
pode ser reformulada como uma teoria dinâmica de conexões no chamado formalismo
de primeira-ordem. Essa formulação coloca a relatividade geral mais próxima às te-
orias de gauge que descrevem as demais interações da Natureza. No entanto, com
uma diferença sutíl na sua dinâmica. Em particular, enquanto a dinâmica das teorias
de gauge do Modelo Padrão exigem uma geometria de fundo fixa, a saber espaço de
Minkowski, a interação gravitacional é fundamentalmente diferente. A grande lição da
relatividade geral é que os graus de liberdade do campo gravitacional são codificados
na geometria do espaço-tempo. O espaço-tempo é completamente dinâmico: a noção
de um fundo fixo sobre o qual as “coisas acontecem” perde o sentido. O campo gravita-
cional define a geometria sobre a qual seus graus de liberdade bem como dos campos de
matéria propagam-se. Consequentemente, essa perda da noção familiar de um espaço-
tempo como uma espécie de “palco” onde a dinâmica dos demais campos se desdobra
é conhecida como uma teoria independente de fundo (background independence).
A gravitação, como descrita pela RG de Einstein, não é uma teoria de campos
em um fundo curvo, mais do que isso, aquilo que chamamos de espaço-tempo é uma
entidade física dinâmica. Uma consequência imediata é que um quanta do campo gra-
vitacional não pode estar no espaço-tempo: eles devem construir o espaço-tempo. Com
efeito, existem propostas para deteção de um comportamento anômalo na propagação
da luz, em um espaço-tempo que emerge de uma teoria de gravitação quântica de la-
ços (LQG) [1, 30, 31], devido a sua estrutura tipo-polímero ou granular, que deveria
1
Introdução e Motivação
produzir modificações nas equações de Maxwell [58]. Essa é uma tarefa necessária
se desejamos compreender a estrutura do espaço-tempo em escalas próximas ao com-
primento de Planck lP ∼ 10−33 cm. Além disso, há a esperança de que uma teoria
quântica da gravitação irá curar as singularidades da teoria no nível clássico, tais como
Big Bang e Buracos-Negros. Por outro lado, a ausência de uma noção preferencial
de tempo implica que a hamiltoniana da teoria seja uma combinação linear de víncu-
los [75, 98]. Consequentemente, as equações de movimento de Hamilton não podem
mais ser interpretadas como uma evolução temporal, pelo contrário, correspondem a
um “movimento” ao longo das órbitas de gauge da RG. Nessa perspectiva, a noção
de espaço-tempo torna-se secundária e a interpretação dinâmica da teoria parece ser
problemática.
A independência de fundo da teoria implica que a sua formulação canônica traz
à tona o grupo de difeomorfismos como parte do grupo de gauge da RG. A LQG é
construída como uma formulação de quantização canônica do espaço de fase da RG
em termos das conexões tipo Yang-Mills de SU(2), o que nos introduz um grupo de
simetria extra na formulção via a representação de laços [1, 30, 111]. A presença de
simetrias de gauge nos leva, naturalmente, a existência de relações entre as variáveis do
espaço de fase - definidas em uma superfície tipo-espaço - conhecidas como vínculos.
Esses vínculos, por sua vez, definiem uma álgebra através dos parêntes de Poisson, e
são caracterizados como sendo os geradores infinitesimais das transformações de gauge.
Existem três tipo de vínculos locais nessa formulação: Gi - chamado de vínculo de Gauss
- geradores das transformações de gauge de SU(2), três vínculos locais Vˆa - vínculos
vetoriais associados aos geradores dos difeomorfismos espaciais, e finalmente o vínculo
escalar S relacionado as simetrias de gauge remanescentes.
A quantização canônica de sistemas com simetrias de gauge é conhecida como
programa de Dirac-Bergmann [51, 93]. Esse algorítimo aplicado à quantização da
RG na representação de holonomias é conhecido como LQG. Portanto, seguindo esse
programa, devemos identificar todos os vínculos associados as variáveis do espaço de
fase e promovê-los a operadores auto-adjuntos que irão atuar sobre o espaço de Hilbert,
satisfazendo as relações de comutação e, finalmente, resolvê-los. A dificuldade em
2
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se realizar esse programa tem trazido problemas de cunho matemático tanto quanto
de interpretação física. Esse desafio levou a novas ideias de se abordar o problema
tais como a formulação dos spin-foams [13], que foi construída como uma alternativa
para superar os problemas dinâmicos da LQG bem como da definição de quantidades
observáveis. Portanto, na tentativa de se contornar essas dificuldades, repensa-se o
problema através da perspectiva de uma quantização via integral de caminho.
Por outro lado, essas dificuldades são evitadas em teorias de cunho topológico.
Na série de trabalhos [70, 71, 72], estudou-se a quantização de laços em teorias topo-
lógicas em dimensões mais baixas. O interesse em tais modelos reside no fato de eles
compartilharem a propriedade de ser independente de fundo como na RG em 4D e pode-
rem, em certos casos, representarem teorias de gravitação com resultados interessantes
[45]. Além disso, é sabido que em teorias topológicas genéricas [79] o difeomofismo
temporal não é independente dos difeomorfismos espaciais e das demais simetrias de
gauge. Em outras palavras, o difeomorfismo temporal pode ser escrito em termos dos
difeomorfismos espaciais e das transformações de gauge internas, o que facilita muito a
aplicação das técnicas de quantização via laços pois nesse caso o vínculo hamiltoniano
ou escalar é consequência dos demais.
Em nosso trabalho, propomos a investigação de problemas mais atuais da gravi-
tação. A RG em um espaço-tempo 3-dimensional com ou sem constante cosmológica,
na ausência de matéria, pode ser descrita como uma teoria de Chern-Simons tendo
como grupo de calibre, ou seja, como simetria local o grupo de Poincaré ou (anti-)
de Sitter. Essa teoria de cunho topológico, isto é, sem uma estrutura métrica dada a
priori, mostrou-se ser ausente de graus de liberdade locais. No entanto, M. Bañados e
seus colaboradores [79] mostraram que as teorias de Chern-Simons em dimensões mais
altas, mesmo sendo construídas via o mesmo padrão topológico que em 2 + 1 dimen-
sões, possuem, em geral, graus de liberdades locais não-nulos. Apresentamos como
motivação do trabalho um modelo, devido a Chamseddine [9, 10], de gravitação em 4
dimensões obtida de uma teoria de Chern-Simons em 5 dimensões, via o processo de
Kaluza-Klein de redução dimensional, tendo como grupo de calibre o grupo de (A)dS
SO(1, 5) ou SO(2, 4). Mais especificamente, a proposta do presente trabalho é investi-
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gar a dinâmica do modelo de Chamseddine e comparar suas soluções com as soluções
da teoria de Einstein convencionais.
O presente trabalho começa no Capítulo 1 com uma breve revisão sobre o for-
malismo de Einstein-Cartan bem como elementos do cálculo exterior. No Capítulo 2
fazemos a derivação do modelo de Chamseddine em 4D - cuja invariância de gauge é
a de de Sitter SO(1, 4) ou anti-de Sitter SO(2, 3) - de uma teoria de Chern-Simons em
5D, sob o grupo de simetria local SO(1, 5) ou SO(2, 4), via uma redução dimensional e
truncação de alguns campos. Mostramos que a teoria, através de uma boa escolha de
fixação de gauge, se reduz a uma teoria de gravitação com torção interagindo com um
campo escalar tipo-dilaton. Mostramos que as equações de campo da teoria de Cham-
seddine são soluções especiais da teoria de Chern-Simons completa reduzida a 4D. As
aproximações lineares são estudadas no Capítulo 3, o que nos leva ao limite newtoniano
e a presença de soluções de ondas gravitacionais. Além disso, fizemos um estudo sobre
as soluções cosmológicas da teoria e sua comparação com o modelo ΛCDM. Conclusões
e Perspectivas são apresentadas no Capítulo 4. Três apêndices apresentando alguns de-
talhes operacionais foram anexados. Esse trabalho rendeu a publicação de um artigo
[69] que é de acesso aberto ao público.
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Formalismo de Einstein-Cartan
1.1 O Formalismo de Gauge da Gravitação
A relatividade geral é, antes de tudo, uma teoria que descreve com grande acui-
dade a gravitação. Desde sua gênese, por volta do ano de 1915, ela vem sendo testada e
corroborada por inúmeros experimentos terrestres bem como observações astronômicas
[35]. Em 1916, um ano após a formulação das equações de campo da relatividade geral,
Einstein previu que no limite de linearização de suas equações, essas apresentavam solu-
ções que previam a existência de ondas gravitacionais. Um século após essas predições
de Einstein, a equipe do LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
anunciou a primeira detecção direta de ondas gravitacionais [25, 26]. Mais uma vez
os experimentos corroboram que, de fato, a descrição da gravitação einsteiniana nos
concede um esquadrinhamento preciso da natureza. Lev Landau considerou, acredito
que com muita razão, a relatividade geral como: “the most beautiful of the scientific
theories”. Entretanto, a relatividade geral é muito mais do que isso. Ela é uma modifi-
cação na nossa compreensão da natureza do espaço-tempo cujo conteúdo ainda possui
consequências insondadas. Essa seção não tem a pretensão de uma introdução a relati-
vidade, muito menos uma descrição exaustiva de toda amplitude da teoria. Para isso,
convido ao leitor aos livros textos clássicos de referência [19, 20, 34, 85, 98, 106]. Com
efeito, darei apenas uma curta apresentação do formalismo em sua versão mais mo-
derna, enfatizando as características fundamentais, bem como o verdadeiro conteúdo
físico por tras do fenômeno gravitacional que é sua invariância de gauge.
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A relatividade geral é usualmente apresentada como uma teoria métrica, onde
o campo dinâmico da teoria é codificado exclusivamente na métrica do espaço-tempo.
Essa descrição é conhecida como formalismo de segunda-ordem. Contudo, ela pode
ser reformulada como uma teoria dinâmica de conexões no chamado formalismo de
primeira-ordem. Essa formulação coloca a relatividade geral mais próxima às teorias
de gauge que descrevem as demais interações da Natureza, no entanto, com uma dife-
rença sutíl na sua dinâmica. Em particular, enquanto a dinâmica das teorias de gauge
do Modelo Padrão exigem uma geometria de fundo fixa, a saber espaço de Minkowski,
a interação gravitacional é fundamentalmente diferente. A grande lição da relatividade
geral é que os graus de liberdade do campo gravitacional são codificados na geometria
do espaço-tempo. O espaço-tempo é completamente dinâmico: a noção de um fundo
fixo sobre o qual as “coisas acontecem” perde o sentido. O campo gravitacional define
a geometria sobre a qual seus graus de liberdade bem como dos campos de matéria
propagam-se. A relatividade geral não é uma teoria de campos em um fundo curvo,
mais do que isso, aquilo que chamamos de espaço-tempo é uma entidade física dinâ-
mica. Uma consequência imediata é que um quanta do campo gravitacional não pode
estar no espaço-tempo: eles devem construir o espaço-tempo. Essa perda da noção
familiar de um espaço-tempo como uma espécie de “palco” onde a dinâmica dos demais
campos se desdobra é conhecida como uma teoria independente de fundo (background
independence).
A fim de identificar a invariância de gauge associada a interação gravitacional,
isto é, a possibilidade de escrever as equações de Einstein num formalismo tipo Yang-
Mills, tendo o grupo de Lorentz (não compacto) como grupo de simetria local [81, 110,
112], precisamos fazer algumas considerações sobre um princípio básico da relatividade
geral, a saber, princípio da equivalência.
Pouco tempo depois da sua descoberta da relatividade especial, Einstein ob-
servou, em seus famosos experimentos mentais, que o efeito da gravitação pode ser
neutralizado. Portanto, ele percebeu que um observador que estivesse em queda livre
não seria capaz de sentir seu próprio peso. Em outras palavras, em um elevador em
queda livre, o efeito da gravitação pode ser eliminado. No entanto, esse “truque” é
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muito restrito, ou seja, funciona apenas localmente: o laboratório ou o elevador tem
de ser pequeno o suficiente e o tempo do experimento curto o suficiente para que ne-
nhuma inomogeneidade do campo gravitacional seja percebida. Sob tais condições,
experimentos realizados em queda livre são indistinguíveis daqueles realizados na au-
sência de gravitação. Naturalmente, as leis da física estarão sob o regime de validade do
espaço de Minkowski. Portanto, isso significa que, em uma vizinhança local, o espaço-
tempo possui invariância de Lorentz. Em cada ponto do espaço-tempo, podemos obter
um referencial cujo movimento é inercial. Para que essa invariânica seja manifestada,
é necessário fazermos uma transformação de coordenadas apropriada a um sistema
de referência inercial particular. Denotemos por XI as coordenadas locais definidas
pelo referencial inercial e seja x = xµ as coordenadas arbitrárias não necessariamente
inerciais. As coordenadas XI podem ser expressadas como funções
XI = XI(x)
das coordenadas arbitrárias x. Nas coordenadas x, a não linearidade do movimento é
interpretada como o efeito de um campo gravitacional. Portanto, gravitação é a infor-
mação codificada na mudança de coordenadas que nos leva de um sistema arbitrário
a um inercial. Essa informação está contida na função que relaciona os sistemas de
coordenadas X(x). Mas como discutido acima, apenas valores dessas funcões em uma
vizinhança pequena o suficiente é relevante, pois se nos afastarmos muito dessa região,
o sistema local de referência inercial irá mudar. Podemos fazer uma expansão em Tay-
lor, se consideramos que a origem x = 0 seja associada ao evento a ser analisado, e que
XI(x = 0) = 0; a única contribuição que devemos guardar seria em primeira ordem.
Daí,
XI =
∂XI
∂xµ
∣∣∣∣
x=0
xµ, (1.1)
define como podemos passar de um conjunto de coordenadas arbitrárias para um iner-
cial. A quantidade
∂XI
∂xµ
∣∣∣∣
x=0
nada mais é que o jacobiano dessa transformação em
particular que guarda em si a informação do campo gravitacional presente na região.
Definimos o a quantidade
7
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eIµ(x = 0) =
∂XI
∂xµ
∣∣∣∣
x=0
,
como vierbein1 ou tetrada, responsável por nos informar sobre a presença local do
campo gravitacional. Naturalmente essa construção não se restringe ao nosso ponto
em particular e pode ser concebida em cada ponto x. E, portanto, a quantidade
eIµ(x) =
∂XI
∂xµ
∣∣∣∣
x
(1.2)
é o campo gravitacional no ponto x.
O campo gravitacional eIµ(x) é, portanto, representado pela matriz jacobiana
da transformação de coordenadas de x para as coordenadas localmente inerciais XI .
De maneira mais precisa, eIµ(x) nos informa que sendo espaço-tempo uma variedade
diferenciável M, em cada ponto x ∈ M existe um espaço tangente Tx, que é uma
boa aproximação de M nas vizinhanças de x. Esse espaço tangente é um sistema
de referência local e inercial, ou seja, em queda livre como indicado pelo princípio
da equivalência. O fato de medições poderem ser feitas independentes da escolha do
referencial e poderem ser traduzidas a um referencial inercial, significa que existe um
isomorfismo entre tensores emM e tensores em Tx, de maneira que esses são definidos
em Tx, representado através de um mapeamento linear chamado de vierbein, que de
fato faz uma troca de base em Tx.
Podemos definir a separação entre coordenadas de dois pontos infinitesimal-
mente próximos emM. Sua correspondência com a separação no referencial em queda
livre será
dXI = eIµ(x)dx
µ.
Como o espaço tangente é um espaço de Minkowski local, consequência do princípio da
equivalência, ele possui naturalmente uma métrica ηIJ = diag(−1, 1, 1, 1) que define a
métrica emM através do isomorfismo (campo gravitacional) eIµ(x). De fato, o elemento
1Vierbein é uma palavra do alemão que é a conjunção de vier que sigifica quatro com bein que é
traduzido como perna, logo vierbein igual a quatro pernas.
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de linha
ds2 = ηIJdX
IdXJ
= ηIJe
I
µ(x)e
J
ν (x)dx
µdxν
= gµν(x)dx
µdxν ,
onde
eIµ(x)ηIJe
J
ν (x) = gµν(x), (1.3)
é a métrica emM, induzida pelo vierbein eIµ(x) e a métrica do espaço tangente local
ηIJ .
Essa relação nos mostra que dado eIµ(x) podemos derivar a métrica do espaço-
tempo e, portanto, todas as propriedades da métrica gµν(x) estão codificadas no vier-
bein. Muitas vezes pensa-se em eIµ(x) como a “raíz quadrada” da métrica. Se sabemos
eIµ(x) podemos facilmente calcular gµν(x). Portanto, podemos considerar eIµ(x) como
sendo o verdadeiro campo fundamental da teoria capaz de revelar a verdadeira sime-
tria da relatividade geral, invariância de Lorentz local, e a métrica como um campo
secundário. A recíproca, no entanto, não é verdadeira: dada uma métrica gµν(x), existe
uma infinidade de escolhas possíveis de eIµ(x) que reproduzem a mesma métrica. Essa
perda da unicidade na definição do vierbein, dada uma métrica a priori, é facilmente
verificada. O fato de irmos da descrição gµν 7→ eIµ(x) estamos ganhando uma simetria
extra, pois podemos fazer “rotações” de Lorentz sobre essa nova base de modo que a
métrica não consiga perceber essa simetria local. Em outras palavras, é possível fazer
transformações de Lorentz sobre o vierbein de maneira a serem indetectáveis do ponto
de vista da variedadeM. Sob uma transformação de Lorentz, o vierbein transforma-se
como
eIµ(x) 7−→ e′Iµ (x) = ΛIJ(x)eJµ(x) (1.4)
onde a matriz Λ(x) ∈ SO(1, 3). Pela definição do grupo de Lorentz SO(1, 3), a trans-
formação Λ(x) deixa a métrica do espaço tangente invariante,
ΛIKηIJΛ
J
L = ηKL,
9
1. O Formalismo de Einstein-Cartan
de maneira mais compacta temos
ΛTηΛ = η.
A métrica gµν claramente não percebe as transformações de simetria feitas em Tx. Isso
significa, em particular, que existem mais componentes independentes, ou melhor, mais
graus de liberdade em eIµ(x) do que em gµν . De fato o vierbein possui 16 componentes
independentes enquanto a métrica, por ser simétrica, apenas 10. A pergunta que
nos fazemos é: se as descrições são equivalentes como é possível haver mais graus de
liberdade nos vierbein? A resposta reside justamente, no conteúdo de gauge que se
revela através das transformações de Lorentz locais. Temos exatamente, 6 possíveis
transformações de Lorentz independentes (3 rotações e 3 boosts) que nos conecta a
essa simetria local associada ao vierbein. Assim, a observação de Einstein de que o
princípio de equivalência é uma característica central na relatividade geral, implica que
as transformações de SO(1, 3) aparecem como a verdadeira simetria de gauge local da
gravitação.
Naturalmente, uma mudança de base ou de coordenadas deve ser inversível.
Assim, deve existir uma matriz eµJ de modo que
eIµe
µ
J = δ
I
J , e
I
µe
ν
I = δ
µ
ν .
Vimos que o campo gravitacional eIµ(x) age como uma espécie de projetor, isto
é, via essa mudança particular de coordenadas podemos trazer todos os campos da
variedade a um espaço tangente local. Em outras palavras, existe uma coleção de espa-
ços tangentes que a cada ponto da variedadeM definem a ação do grupo de simetria
local (Lorentz, SO(1, 3)), e matematicamente isso nos leva a uma estrutura de fibrados
[28, 87, 110]. Portanto, os campos de gauge do espaço-tempo serão representações
locais do grupo interno. De fato, o grupo de Lorentz restrito, isto é, próprio e ortóch-
rono [12, 52] (
(
Λ0 0
)2≥ 1 e Λ0 0 ≥ 1), isto é, conexo com a identidade, é um grupo de
Lie contínuo com 6 parâmetros, e uma transformação geral pode ser representada pela
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exponencial dos geradores da álgebra so(1, 3), como segue
Λ = e
i
2
ωIJMIJ .
A matriz ωIJ = −ωJI é anti-simétrica e contém 6 parâmetros reais, enquanto os gera-
dores MIJ = −MJI satisfazem a álgebra de Lie do grupo SO(1, 3):
[MIJ ,MKL] = (−i)
(
ηIKMJL − ηJKMIL + ηJKMIL − ηIKMJL
)
. (1.5)
Sabemos das teorias de gauge[43] que para levarmos um grupo de simetria global
ao nível local, devemos introduzir uma derivação covariante, construída com os campos
de gauge associados a simetria. Portanto, se ϕ ∈ irrep(G) e, ϕ 7−→ ϕ′ = eiα(x)ϕ
vemos imediatamente que a derivada parcial não é mais covariante devido ao parâmetro
α = α(x),
(∂µϕ)
′ = ∂µϕ′ = ∂µ(eiαϕ)
= i∂µαe
iαϕ+ eiα∂µϕ.
A covariância sob transformações locais pode ser recuperada através da introdução
de uma conexão de gauge, de maneira a obtermos uma derivada que seja, de fato,
covariante. No caso mais simples de uma teoria abeliana, como a eletrodinâmica, o
potencial vetor Aµ faz esse papel. Assim,
Dµ = ∂µ + igAµ, (1.6)
onde g seria a carga (gerador) associado a simetria, na eletrodinâmica, seria a carga
elétrica e. Nos casos não-abelianos [53, 60, 96], como veremos em particular no SO(1, 3),
essa carga será obtida através dos geradores, produzindo o que se chama de álgebra de
Lie valorada
(
Dµϕ
)′
= eiαDµϕ. (1.7)
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Dessa forma Aµ deve se transformar como
A′µ = e
iαAµe
−iα − i
g
(∂µe
iα)e−iα,
ou de forma mais compacta, considerando U := eiα
A′µ = UAµU
−1 − i
g
(∂µU)U
−1. (1.8)
Portanto, no caso de Lorentz local, os parâmetros passam a depender das coordenadas
do espaço-tempo ωIJ = ωIJ(x). Precisamos associar aos geradores do grupo, campos
de gauge ωµ, onde
ωµ =
1
2
ωIJµ MIJ (1.9)
representando as componentes da chamada conexão de Lorenz, ou conexão de spin, e
introduzindo a derivada covariante, definida por:
Dµ = ∂µ − i
2
ωIJµ MIJ . (1.10)
Naturalmente, para que a derivada covariante se transforme como o próprio campo sob
SO(1, 3) local, a conexão de spin deve obedecer a seguinte lei de transformação:
ω′µ = ΛωµΛ
−1 − iΛ(∂µΛ−1) (1.11)
Um exemplo de aplicação desse conceito de derivada covariante associa-se com a
tentativa de introdução de matéria fermiônica na gravitação. A representação espinorial
irá nos permitir acoplar fémions de Dirac com o campo gravitacional. Com efeito, seja
ψα ∈ (12 , 0)⊕ (0, 12) (α, β, ..,= 1, 2, 3, 4), onde os geradores assumem a seguinte forma:
M IJ =
i
4
[γI , γJ ].
Nesse caso, ψ é um campo com quatro componentes complexas, transformando-
se como um espinor da representação (1
2
, 0) ⊕ (0, 1
2
) do grupo de Lorentz, e γI são as
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matrizes de Dirac 4× 4 satisfazendo a chamada álgebra de Clifford [54, 88],
{
γI , γJ
}
= 2ηIJ14×4.
Com nossa convenção de assinatura de métrica temos em particular,
(γ0)2 = 1, (γ0)† = γ0
(γi)2 = −1, (γi)† = −γi, i = 1, 2, 3.
A forma explícita das matrizes de Dirac depende da escolha da sua representação.
Para o propósito do nosso exemplo de aplicação não será necessário abordarmos esse
contexto. Segue que a derivada covariante Dµ para um espinor de Dirac assume a
forma:
Dµψα = ∂µψα − 1
8
ωIJµ [γI , γJ ]αβψβ. (1.12)
Nesse ponto vale a pena notarmos que essa simples introdução dos férmions de
Dirac na gravitação, via o formalismo de primeira ordem, não se processa na formulação
métrica usual einsteiniana da relatividade geral. Pois o grupo de simetria é o grupo
de difeomorfismos e não possui representação finita e/ou espinorial. De fato, o grupo
GL(4,R) de simetria da relatividade geral não apresenta representação espinorial [116].
Portanto, a formulação do campo gravitacional como uma métrica pseudo-riemanniana
não pode estar fundamentalmente correta [30, 31], justamente pelo fato de não permitir
acoplamento fermiônico, e os férmions existem no universo. Assim, precisamos do
formalismo do vierbein para acoplar a dinâmica de férmions regida pela equação de
Dirac
(i}γI∂I −mc)ψ = 0.
Consideremos agora a aplicação da derivada covariante a um campo vetorial
AI(x) ∈ (1
2
, 1
2
). Nesse caso, os geradores são da forma
(
MIJ
)K
L = −i(ηILδKJ − ηJLδKI ).
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Implicando que a derivada covariante assuma a forma
DµA
I = ∂µA
I − i
2
ωIJµ
(
MIJ
)K
LA
L
= ∂µA
I + ωIµ JA
J , ωIµ J = −ωµJ I ,
e assim por diante. Sabendo em qual representação do grupo local o campo se situa
podemos construir a derivada covariante. Para obtermos a derivada covariante de um
vetor covariante AI , podemos partir de considerações do produto escalar AIXI , e
Dµ(AIX
I) = XIDµAI + AI(∂µX
I + ωIµ JX
J).
Portanto, lembrando que a derivada covariante de um escalar sob o grupo é a própria
derivação parcial sem termos de conexão, segue-se que
DµAI = ∂µAI − ωJµ IAJ . (1.13)
E assim sucessivamente para tensores de rank arbitrário.
Seguindo as nossas convenções de regra de diferenciação covariante, vemos que a
ação da conexão de spin segue um padrão específico nos índices de Lorentz dos campos,
e deve possuir o sinal positivo quando agir sobre vetores contravariantes, e um sinal
negativo para os covariantes. Para índices mistos, temos
DµT
I
J = ∂µT
I
J + ω
I
µ KT
K
J − ωKµ JT I K . (1.14)
Assim, vemos a analogia com a derivada covariante ∇µ = ∂µ + Γµ para vetores da
variedadeM, utilizada no formalismo métrico da relativiade geral [21, 22, 44, 97, 108].
1.2 Metricidade, Torção e Curvatura
Vimos na seção anterior que o formalismo de vierbein nos possibilita escrever to-
das as quantidades geométricas da variedadeM no espaço tangente Tx. Em outras pa-
lavras, os vierbein nos fornecem uma transformação de coordenadas específica, baseada
14
1. O Formalismo de Einstein-Cartan
no princípio da equivalência, onde as quantidades da variedade podem ser projetadas
ponto a ponto no espaço tangente. Além do mais, para as quantidades projetadas pode-
mos introduzir o conceito de uma derivada covariante, justamente pelo fato da simetria
ser local, baseada na conexão de Lorentz que seja capaz de preservar a invariância local
do espaço tangente de Minkowski. Todo esse formalismo mostra-se consistente com a
covariância sob difeomorfismos associada a variedade (pseudo)riemanniana.
A pergunta que se segue é: seria possível conectar ou estabeler uma corres-
pondência entre os formalismo de primeira e segunda ordem? Em particular, entre
as derivadas de Lorentz e de Riemann, entre a conexão de Christoffel (Γ)2 e a cone-
xão de spin (ω). Sendo possível essa correspondência, assim como Γ pode ser escrito
em termos da métrica g, e g como uma função do vierbein e, poderíamos esperar a
existência de uma relação precisa que nos dê a conexão de spin como uma função do
vierbein ω(e). Portanto, a pergunta que também iremos respoder é: haveria, de fato,
alguma vantagem na descrição do formalismo de primeira ordem? Existe algum ga-
nho de informação na descrição de gauge da relativade geral, ou são completamente
equivalentes?
Para começarmos a responder essas perguntas, notemos que o vierbein eIµ carrega
tanto índice de grupo local quanto de variedade. Logo, ele deve sentir uma variação
tanto do fibrado [87, 110] tangente de M, T (M) = ∪p(p, Tp(M)), quanto do fibrado
de Lorentz F = (M, SO(1, 3)). Com efeito, podemos definir uma derivada covariante
para objetos com ambos os índices, tais como o vierbein,
DµeIν = ∂µeIν + ωIµ JeJν − ΓρµνeIρ. (1.15)
Assim como a conexão de Levi-Civita Γ(g) é compatível com a métrica (metricidade),
isto é, ∇µgνρ = 0, iremos demandar que ωµ seja compatível com o vierbein, isto é,
2Em geral, tanto a métrica g quanto a conexão afim Γ são necessárias para descrição completa
da geometria do espaço-tempo. Se g e Γ são quantidades completamente independentes então temos
uma variedade equipada com uma estrutura geométrica e afim. Por outro lado, se Γ for determinada
completamente por g, implica que a métrica, por si só, é capaz de dar uma descrição completa e
suficiente da geometria da variedade. De fato, Einstein em sua formulação da gravitação faz uso da
variedade assumindo que está contendo apenas uma estrutura métrica, isto é, ele assume a conexão
de Levi-Civita conhecida como o símbolo de Christoffel: Γαµν =
1
2g
αβ(∂µgνβ + ∂νgβµ − ∂βgµν).
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DµeIν = 0. Isso implica que
∂(µe
I
ν) + ω(µ
I
Je
J
ν) = Γ
ρ
(µν)e
I
ρ, ∂[µe
I
ν] + ω[µ
I
Je
J
ν] = Γ
ρ
[νµ]e
I
ρ = 0, (1.16)
onde separamos os índices do espaço-tempo em sua combinação simétrica e anti-
simétrica, e usamos o fato de que a conexão de Levi-Civita Γ(g) não possui parte
anti-simétrica. Dessas equações vemos imediatamente a existência da seguinte relação
entre a conexão de spin e a conexão de Levi-Civita,
ωµ
I
J = e
I
ν∇µeνJ . (1.17)
Naturalmente, podemos generalizar o caso para uma relação entre a conexão
de spin e uma conexão que não seja necessariamente de Levi-Civita. Da condição de
metricidade para o vierbein e, usando-os para projetar índices entre o epaço tangente
e os índices da variedade, temos para a parte anti-simétrica, segundo (1.16)
∂[µe
I
ν] + ω[µ
I
Je
J
ν] − T I[νµ] = 0, (1.18)
onde T I[µν] := Γ
ρ
[νµ]e
I
ρ. É interessante notar que a presença da parte anti-simétrica na
conexão Γ não é necessariamente excluída pela condição de metricidade, e podemos
calcular ω levando em consideração contribuições não-nulas da parte anti-simétrica de
Γ chamadas de Torção [84, 94]. Assim, podemos obter a conexão de spin mais geral
que seja compatível com a condição de metricidade do veirbein.
Para facilitar as contas iremos projetar todos os índices da relação acima no
espaço tangente (contraindo-os com o uso do vierbein eµJe
ν
K): obtemos
ξI JK +
1
2
(ωJ
I
K − ωK I J)− T I JK = 0, (1.19)
onde
ξI JK := (∂µe
I
ν − ∂νeIµ)eµJeνK = ξI [JK] (1.20)
são chamados de coeficientes de rotação de Ricci. Escrevendo a relação acima com suas
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permutações cíclicas dos índices I, J, K, temos:
ξIJK +
1
2
(ωJIK − ωKIJ)− TIJK = 0,
ξJKI +
1
2
(ωIKJ − ωIJK)− TJKI = 0,
ξKIJ +
1
2
(ωKJI − ωJKI)− TKIJ = 0.
Somando as duas primeiras equações e subtraindo a terceira, e usando as propriedades
de simetria ωIJK = −ωI[JK], encontramos a seguinte relação para a conexão de spin
ωIJK = (ξIJK + ξJKI − ξKIJ) + (TKIJ − TIJK − TJKI). (1.21)
Finalmente, podemos colocar o resultado acima na forma usualmente conhecida, su-
bindo os índices J e K, e projetando o índice I na variedade: chega-se assim a seguinte
forma
ωµ
JK = ω¯µ
JK + Cµ JK , (1.22)
onde
ω¯µ
IJ = eKµ (ξK
IJ + ξJ K
I − ξIJ K) (1.23)
é a chamada conexão de Levi-Civita (conexão com torção nula), e
Cµ IJ = −eKµ (TK IJ + T J K I − T IJ K) (1.24)
é o tensor de contorção que é formado por essa combinação dos termos da torção.
Enfim, das equações (1.18-1.24) segue a seguinte expressão para a torsão:
T I µν = Dµe
I
ν −DνeIµ. (1.25)
A fim de completarmos nossa pequena apresentação desse formalismo geomé-
trico baseado no vierbein bem como nas conexões de gauge, ainda precisamos de uma
expressão para a curvatura. Depois de escrevermos o tensor de Riemann em termos
dessas novas variáveis dinâmicas seremos capazes de expressar as equações de Einstein
usando essa nova abordagem. Veremos pelo princípio da ação que os dois formalismos
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se equivalem, porém, somos capazes de mostrar que a condição de torção nula não é
uma necessidade a priori, mas um resultado das equações de movimento. Através do
formalismo de primeira ordem fomos capazes de descortinar e trazer à tona a verda-
deira invariância por trás da gravitação, a saber, a gravitação é uma teoria de gauge
sob o grupo de Lorentz local como vimos3.
Todavia, existe uma diferença de suma importância entre a relatividade geral e
as teorias de gauge convencionais, devido ao fato de que a ação de Einstein-Hilbert é
linear, ao invés de quadrática, no campo de Yang-Mills, isto é, na curvatura. A razão
física para esse fato é que no caso da gravitação, a conexão de gauge apresente-se como
uma função de outro campo, a saber, o vierbein - que é de fato a variável dinâmica
fundamental. Entretanto, isso não exclui a possibilidade de considerar modelos de
gravitação contendo potências mais altas na curvatura [8, 64, 102].
1.3 Elementos do Cálculo Exterior
Essa seção não contém nenhuma noção física a mais, mas tem o propósito de
reescrever em uma linguagem mais moderna os resultados anteriores. Essa é a lingua-
gem do formalismo das formas diferenciais ou cálculo exterior. Com esse formalismo
poderemos reescrever as equações anteriores de uma maneira mais compacta, onde os
índices tensorias do espaço-tempo estarão “escondidos”, de maneira precisa, nas pró-
prias variáveis dinâmicas. Portanto, as formas diferenciais são objetos extremamente
práticos, primeiro porque essa notação nos permite escrever quantidades tensoriais
de maneira independente da escolha particular de coordenadas, segundo, todo o for-
malismo matemático, tais como a ideia de derivação, covariância, etc., torna-se bem
simples com o uso do cálculo exterior. A ideia dessa seção está longe de fornecer uma
introdução rigorosa ou exaurir o conteúdo desse assunto. Todavia, será uma seção
pedagógica e com a finalidade prática e instrumental do assunto. Para uma busca de
verticalidade e precisão matemática do assunto o leitor poderá consultar as referências
3Alguns grupos de pesquisa não concordam que o grupo de simetria local da gravitação seja Lo-
rentz. Assumem como grupo local o grupo de Poincaré o que leva a novos insights interpetativos.
Nessa formulação, o papel da Torção torna-se ainda mais relevante, como é o caso da abordagem do
Teleparalelismo[63, 82]
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[23, 24, 29, 41, 68, 83, 89, 101, 117].
Uma p-forma é definida como uma quantidade tensorial com a propriedade de
ser completamente anti-simétrica, o que reduz drásticamente as possíveis construções
desses objetos. Uma p-forma escreve-se, num sistema de coordenadas xµ, como
Tp =
1
p!
Tµ1...µpdx
µ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµp ,
onde Tµ1...µp = T[µ1...µp] denota um campo tensorial covariante completamente anti-
simétrico de rank p ≤ D, onde D é a dimensão da variedade considerada DM =
D. Com efeito, o requerimento de ser completamente anti-simétrica víncula o rank
das formas com a dimensão da variedade. Consequentemente, o rank máximo que
podemos obter para uma p-forma será sempre menor ou igual a dimensão da variedade
considerada. Tp = 0 sempre que p > D, e ∧ denota o produto exterior tal que
dxµ ∧ dxν = 1
2
(
dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ).
Os objetos dxµ e seus produtos exteriores formam uma base para as formas. Isto é bem
simples de se ver, pois os diferenciais dxµ transformam-se como vetores contravariantes:
dxµ 7−→ dx′µ = ∂x
′µ
∂xν
dxν .
Denota-se o conjunto de todas as p-formas por Λp, que é um espaço vetorial, ou
seja, se Tp e Fp são p-formas, então Tp + Fp e aFp, a ∈ R também o são. Novamente,
se p > D, então Λp irá conter apenas o elemento nulo:
Λp = {0}, p > D.
Para vermos isso, seja Fp uma p-forma, logo F é caracterizado por suas componentes
Fµ1...µp ,
mas se p > D, dois dos índices devem sempre coincidir (pois cada índice µi pode
assumir valores apenas até a dimensão da variedade 1, ..., D), daí segue que Fµ1...µp se
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anula. Portanto, no caso de p-formas, não podemos contruir uma infinidade de família
de tensores, isto é, nosso espaço vetorial irá possuir dimensão
dimΛp =
(
D
p
)
=
D!
p!(D − p)! .
Devemos notar que Λp e ΛD−p possuem a mesma dimensão, ou seja, uma p-forma
possui o mesmo número de componentes independentes que uma (D − p)-forma, ou
seja, dim Λp = dim ΛD−p. Essa propriedade estabelece o conceito de dualidade entre
esses dois espaços, um isomorfismo que é obtido através da operação Hodge ?, muitas
vezes chamado de operação de dualidade.
Λp
?7−→ ΛD−p.
A operação de dualidade ? transforma uma p-forma em uma (D− p)-forma e sua ação
é definida por:
?Tp =
1
(D − p)!ε
µ1...µp
µp+1...µDTµ1...µpdx
µp+1 ∧ ... ∧ dxµD , (1.26)
onde
εµ1...µp µp+1...µD = g
µ1ν1 ...gµpνpεν1...νpµp+1...µD
gµν é o tensor métrico e g = det(gµν). Em uma variedade curva com métrica gµν temos
ε123...D =
√
| g |.
Em geral tomamos o valor absoluto do determinante da métrica
√| g | e não apenas
√−g, pois dependendo da dimensão e da assinatura da métrica está poderá produzir um
determinante negativo. Em outras palavras, dependendo do número de componentes
D − 1 tipo-espaço (par ou ímpar) teremos g > 0 ou g < 0. Podemos normalizar o
símbolo de Levi-Civita a unidade (convenção), isto é, ε123...D = 1 mas devemos tomar
cuidado com seu correspondente covariante. Lembrando que levantamos e abaixamos
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os índices via métria ou sua inversa assim,
εµ1...µD = gµ1ν1 ...gµDνDεν1...νD ,
fazendo-se uso da fórmula de Caley para o determinante
ε12...D = g−1ε12...D
Uma propriedade interessante sobre a operação de dualidade é que em geral o
dual do dual de uma p-forma, não necessariamente, retorna o valor original da p-forma
?(?T ) =
1
p!(D − p)!Tµ1...µpε
µ1...µDεµp+1...µDν1...νpdx
ν1 ∧ ... ∧ dxνp
= (−1)p(D−p)(−1)D−1 1
p!
δµ1...µpν1...νp Tµ1...µpdx
ν1 ∧ ... ∧ dxνp
= (−1)p(D−p)+D−1T.
O fator (−1)D−1 vem das regras de produto de tensores completamente anti-simétricos,
em D − 1 dimensões espaciais (e com as nossas convenções),
ε12...D−1 = (−1)D−1gε12...D−1 = (−1)D−1.
As leis do produto tornam-se, em geral,
εν1...νpµp+1...µDε
µ1...µD = (−1)D−1(D − p)!δµ1...µpν1...νp ,
onde δµ1...µpν1...νp é determinante dos deltas de Kronecker. O fator (−1)p(D−p), por outro
lado, vem dos rearranjamentos de p índices de T com D − p índices do seu dual (esse
rearranjamento é necessário para que os índices de ε possam se encaixar com a definição
das regras de produto definidas acima.) Para uma prova dessas proposições vide [24,
100].
Assim, se considerarmos o espaço euclidiano 3-dimensional, podemos construir
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as seguintes formas
V = Vidx
i, T2 =
1
2
(Tij − Tji)dxi ∧ dxj (1.27)
que são uma 1-forma e uma 2-forma respectivamente. A próxima quantidade comple-
tamente anti-simétrica possível de se construir em um espaço 3-dimensional seria uma
3-forma
W3 = Wijkdx
i ∧ dxj ∧ dxk, (1.28)
onde
Wijk = W[ijk] =
1
3!
(
Wijk +Wjki +Wkij −Wikj −Wkji −Wjik
)
.
Com a propriedade de anti-simetria na ordem do produto dxi ∧ dxj ∧ dxk = −dxi ∧
dxk ∧ dxj = dxk ∧ dxi ∧ dxj.
Vejamos um exemplo sobre a dualidade no espaço euclidiano 3-dimensional.
Nesse caso, uma 2-forma guarda o mesmo conteúdo de informação de uma 1-forma.
Portanto, seja vi uma 1-forma (com i = 1, 2, 3), o dual será ∗vi := Vij = εijkvk. Em
termos matriciais lê-se, considerando ε123 = 1:
V2 = (Vij)3×3 =

0 v3 −v2
−v3 0 v1
v2 −v1 0

assim, vemos que a 2-forma que é o dual de um vetor possui o mesmo conteúdo de
informação que um vetor em 3D. Poderíamos tomar o dual de Vij, onde vemos que
nesse caso particulas de espaço euclidiano retornamos ao vetor original
Vij = εijkvk
εmijVij = εmijεijkvk
εmijVij = 2δmkvk
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portanto,
vi =
1
2
εijkVjk.
De modo geral o produto exterior de duas formas p e q segue a regra
Tp ∧ Tq = (−1)pqTq ∧ Tp, (1.29)
que é uma (p + q)-forma, com p + q índices completamente anti-simétricos. Para
vermos como esse conceito de produto exterior generaliza a ideia de produto vetorial
do cálculo vetorial usual, vamos novamente conseiderar o espaço euclidiano 3D. Seja,
u e v 1-formas, tal que
v ∧ u = vidxi ∧ ujdxj
v ∧ u = 1
2
(viuj − vjui)dxi ∧ dxj
=
1
2
εijk(~v × ~u)kdxi ∧ dxj
matricialmente, vemos
W2 = v ∧ u = (Wij)3×3 =

0 (~u× ~v)z −(~u× ~v)y
−(~u× ~v)z 0 (~u× ~v)x
(~u× ~v)y −(~u× ~v)x 0

Com efeito, a definição de “produto vetorial” em dimensões mais altas é na verdade o
produto exterior de duas 1-formas e todo o cálculo vetorial em 3D pode ser recuperado
através desse formalismo exterior. Assim, em D = 3 uma 3-forma é o dual de uma
0-forma portanto, podemos construir uma 3-forma através do produto de 3 1-formas,
digamos u, v e w:
u ∧ (v ∧ w) = uidxi ∧ 1
2
(vjwk − vkwj)dxj ∧ dxk
=
1
2
εjklui(~v × ~w)ldxi ∧ dxj ∧ dxk
como estamos em 3D, a base dxi ∧ dxj ∧ dxk é uma 3-forma que é na verdade uma
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combinação do elemento dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. Assim, dxi ∧ dxj ∧ dxk = εijkdx1 ∧ dx2 ∧ dx3,
onde o termo dx1∧dx2∧dx3 é chamado de elemento de volume e denotado simplesmente
por d3x. Substituindo essa condição para a base 3-forma, temos:
u ∧ (v ∧ w) = 1
2
εijkεjklui(~v × ~w)ld3x
= ~u · (~v × ~w)d3x,
onde usamos o fato de que εijkεjkl = 2δil.
Podemos definir, ainda, uma operação de derivação exterior, que eleva o rank
da forma em uma unidade, da seguinte forma.
Definição 1.3.1 Seja Tp uma p-forma, a derivada exterior de Tp é uma (p+1)-forma,
denotada por dTp, definida num sistema de coordenadas xµ por
dTp =
1
p!
∂νTµ1...µpdx
ν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp . (1.30)
A derivada exterior satisfazendo as propriedades do chamado Lema de Poincaré, isto
é, a aplicação sucessiva da derivada exterior é nula
d2Tp = 0, ∀Tp, (1.31)
e obedecendo à regra de Leibniz do cálculo exterior
d(Tp ∧ Tq) = dTp ∧ Tq + (−1)pTp ∧ dTq. (1.32)
Essa definição de derivação exterior possibilita a generalização dos operadores
gradiente e rotacional para quaisquer dimensões. Para vermos que de fato essa de-
finição abarca o cálculo vetorial usual, consideremos novamente o espaço euclidiano
3-dimensional. Seja v = vidxi uma 1-forma, a derivada exterior de v será
dv = ∂jvidx
j ∧ dxi = 1
2
T[ji]dx
j ∧ dxi
=
1
2
(∂jvi − ∂ivj)dxj ∧ dxi
=
1
2
εijk(∇× ~v)kdxi ∧ dxj,
24
1. O Formalismo de Einstein-Cartan
que contém toda a informação sobre o rotacional de um vetor em 3D. Portanto, se
desejamos calcular o rotacional de uma 1-forma em dimensões mais altas este será
dado pela derivada exterior. Dessa forma, construímos um operador diferencial d :
Λp → Λp+1, que leva uma p-forma a uma (p+ 1)-forma.
Outra quantidade importante no cálculo exterior é o conceito de produto interior
que é uma operação de contração. Dessa forma, temos a seguinte
Definição 1.3.2 O produto interior de uma p-forma ω ∈ Λp com o vetor V ∈ Tx,
denotado por iV ω é um mapeamento iV : Λp → Λp−1 de maneira que, em um sistema
de coordenadas xµ, tem a propriedade
iV ω =
1
(p− 1)!V
νωνµ2...µpdx
µ2 ∧ ... ∧ dxµp . (1.33)
Se aplicarmos o produto interior duas vezes em uma 2-forma, obtemos um escalar
iU iV T =
1
2
TµνiU iV dx
µ ∧ dxν
=
1
2
Tµν
(
UµV ν − UνV µ),
onde iU iV dxµ ∧ dxν = UµV ν −UνV µ. A derivada de Lie £ (vide Apêndice 1) ao longo
de um vetor ξ, nesse formalismo, lê-se
£ξ = iξd+ diξ. (1.34)
Uma vez que temos o mapa de dualidade ? a nossa disposição, podemos cons-
truir um novo operador diferencial que, a exemplo de d, irá generalizar o conceito de
divergência.
Definição 1.3.3 Considere uma p-forma Tp em D dimensões, a coderivada ou codife-
rencial de Tp, denotada por δTp, é uma (p− 1)-forma definida por
δT := g(−1)p(D−p+1) ? d ? T, (1.35)
onde g denota o determinante da métrica. Dessa forma, nosso operador δ : Λp →
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Λp−1, ou seja, a ação da coderivata em uma p-forma atua como uma espécie de contração
que reduz o rank da forma em uma unidade. Esse operador é linear por construção,
pois é composto de mapas lineares ? e d. Observe que δ possui uma propriedade em
comum com a derivada exterior d:
δ2 = 0.
ou seja, a composição de dois δ leva a zero. Novamente, como exemplo de aplicação
no espaço euclidiano 3D, consideremos uma 1-forma u = uidxi e calculemos
δu = ?d(?u).
Primeiro que a operação de dualidade de u
?u =
1
2
εmniuidx
m ∧ dxn,
e tomando-se a derivada exterior de ?u,
d(?u) =
1
2
εmni(∂jui)dx
j ∧ dxm ∧ dxn
=
1
2
εmniε
jmn(∂jui)dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3
= (~∇ · ~u)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.
lembrando que dx1∧dx2∧dx3 = 1
3!
εijkdx
i∧dxj ∧dxk, vemos que d(?u) é uma 3-forma
em D = 3, portanto o dual será uma 0-forma. Donde obtemos,
δu = ?(d ? u) = ~∇ · ~u
Finalmente, podemos introduzir o operador Laplaciano, que é definido por
M:= −(dδ + δd) = −{d, δ}. (1.36)
Temos que M : Λp → Λp é um mapa de p-formas em p-formas. Seguindo os mesmos
passos calculados anteriormente para o espaço euclidiano 3-dimensional é bem direto
26
1. O Formalismo de Einstein-Cartan
mostrar que a ação de M sobre uma 1-forma u é:
M u = −(dδ + δd)u = ∇2u,
que é o Laplaciano usual do cálculo vetorial. Se considerarmos uma variedade pseudo-
riemanniana, então as considerações acima continuam valendo, exceto que, nesse caso,
−{d, δ} representa o operador d’Alembertiano ( := gµν∂µ∂ν). Temos ainda duas
definições importantíssimas que diz respeito a diferenciabilidade de formas que são os
conceitos de forma exata e fechada. Assim, temos a seguinte:
Definição 1.3.4 a) Uma forma diferencial F é fechada se sua derivada exterior se
anula, isto é, dF = 0.
b) Uma forma diferencial F é exata se puder ser escrita como a derivada exterior de
uma forma A, isto é, F = dA.
Com essas definições podemos enunciar o seguinte
Lema 1.3.5 Toda forma fechada, dF = 0, pode ser escrita localmente como uma
forma exata, F = dA.
Naturalmente, podemos escrever o formalismo da eletrodinâmica através dessa
nova roupagem geométrica e independente de coordenadas. Temos que o field strength
Fµν da eletrodinâmica é dado pelo “rotacional” do 4-potencial Aµ, ou seja,
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Aµ = (Φ, ~A).
Fµν é uma matriz anti-simétrica 4× 4 que acomoda os campos elétricos e magnéticos
(Fµν) =

0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx
Ez By −Bx 0

Portanto, Fµν é uma 2-forma que pode ser representada sob a base de formas como:
F =
1
2
Fµνdx
µ ∧ dxν .
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O campo de gauge Aµ é representado por uma 1-forma de maneira que
A = Aµdx
µ = Φdt− Axdx− Aydy − Azdz.
Contudo, podemos reescrever as equações de Maxwell de uma forma que seja inde-
pendente do sistema de coordenadas, ou seja, podemos geometrizar a eletrodinâmica
com
F = dA.
Dessa maneira, a eletrodinâmica pode ser descrita em quaisquer sistemas de coordena-
das o que facilita e muito quando se pretende acoplar com a geometria como no caso
da RG. Além disso, podemos ver facilmente que sob uma transformação de gauge em
A, ou seja, A → A + dχ, F é invariante.
Além do mais, dF é uma identidade pois segundo o lemma de Poincaré d2 = 0,
logo
dF = 0
é uma identidade de Bianchi, e mostra que F é uma forma fechada. Em componentes
num sistema de coordenadas lê-se
∂κFµν + ∂µFνκ + ∂νFκµ = 0.
Para finalizar esse exemplo sobre o campo eletromagnético, deveríamos tentar
dar uma interpretação geométrica da equação de Maxwell com fontes, a saber
∂µF
µν = jν .
Como ela está associada a divergência de F , deveríamos olhar para a coderivada δF .
Pelas definições de coderivação vemos que sua aplicação a uma 2-forma deverá produzir
uma 1-forma. Consequentemente, se a 4-corrente se escreve como uma 1-forma j =
jµdx
µ, a equação de Maxwell lê-se
δF = j.
A lei de conservação da carga é automaticamente recuperada lembrando-se que δ2 = 0,
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portanto
0 = δj.
1.3.1 Integração de Formas Diferenciais
Além dos conceitos de derivação, podemos integrar formas diferenciais. Esses
objetos já são candidatos naturais para integração por serem, por construção, objetos
expandidos na base dos diferenciais. Além disso, para a formulação variacional é ne-
cessário termos uma noção básica de como podemos integrar formas e quais formas são
passíveis de integração. A integração é, a grosso modo, a operação inversa da derivada
exterior. Para integrarmos em uma variedadeM de dimensão D é necessário introdu-
zir uma medida de integração ou um elemento de volume. Uma D-forma diferencial,
naturalmente, é um objeto que possui as propriedades necessárias. Iremos assumir
todas as condições básicas para uma variedade e sua consequente integrabilidade tais
como: compacidade, orientabilidade etc. Para uma abordagem matematicamente mais
precisa vide [24, 68, 115].
SejaM uma variedade diferencial D-dimensional, orientada e compacta. Dese-
jamos definir integrais ∫
M
F, F ∈ ΛD
Seja x = (x1, ...xD) ∈ U , onde U é a imagem do mapeamento de uma região da
variedade em RD, ou seja U ⊂ RD, um sistema de coordenadas local. Se F = f(x)dx1∧
... ∧ dxD, defini-se∫
M
F =
∫
U
f(x1, ..., xD)dx1 ∧ ... ∧ dxD =
∫
U
f(x)dDx, (1.37)
onde o lado direito de (1.37) é a integral de Riemann-Lebesgue, com o elemento de
volume dDx = dx1 ∧ ... ∧ dxD.
Essa definição faz sentido, desde que F possua propriedades de transfoma-
ção corretas. Em outras palavras se consideramos um outro sistema de coordenadas
(y1, ..., yD) a D-forma com suas propriedades de anti-simetria produza o determinante
do Jacobiano da mudança de coordenadas. Com efeito, se F = g(y)dy1 ∧ ... ∧ dyD,
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temos ∫
φ(U)
g dy1 ∧ ... ∧ dyD =
∫
U
g ◦ φ det( ∂yi
∂xj
)
dx1 ∧ ... ∧ dxD,
onde φ denota a mudança de coordenadas. Por outro lado, temos que
f(x1, ..., xD) = (g ◦ φ)(x1, ..., xD)det( ∂yi
∂xj
)
. (1.38)
Por exemplo, em duas dimensões considerando a função f(x) como sendo a unidade
temos
dx1 ∧ dx2 = det(∂xi
∂yj
)
dy1 ∧ dy2.
Em geral, para uma D-forma qualquer obtemos (1.38) para o elemento de volume
F = dx1 ∧ ... ∧ dxD = det(∂xµ
∂yν
)
dy1 ∧ ... ∧ dyD,
que é a propriedade de transformação correta para o elemento de volume.
Uma conexão importante entre uma informação local de uma determinada quan-
tidade em uma variedadeM com a respectiva informação global sob a borda da vari-
edade ∂M é obtida através do teorema de Stokes
Teorema 1.3.6 Seja M uma variedade compacta e orientada de dimensão D e com
uma borda ∂M; F ∈ ΛD−1 é uma (D − 1)-forma, então∫
M
dF =
∫
∂M
F. (1.39)
A prova completa desse teorema pode ser encontrada em [68, 90]. O teorema de
Stokes para formas diferenciais generaliza, de forma mais compacta, todos os teoremas
de integração do cálculo vetorial usual. Vejamos um exemplo de aplicação, vamos
considerar o caso bidimensional, ou seja, dim M = 2, onde a variedade pode ser
definida como
M = {(x1, x2), x21 + x22 ≤ 1}, ∂M = {(x1, x2), x21 + x22 = 1}.
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e seja A nossa 1-forma
A = A1dx
1 + A2dx
2 = Aidx
i,
a derivada exterior de A assume a forma
dA = ∂jAidx
j ∧ dxi = 1
2
(∂iAj − ∂jAi)dxi ∧ dxj
=
1
2
εijkBkdx
i ∧ dxj = ~B · d~Σ,
onde o rotacional Bk = εkij∂iAj, ou ainda ~B = ~∇× ~A, está multiplicando escalarmente
um elemento de área orientado d~Σ ou em componentes dΣk =
1
2
εkijdx
i∧dxj. Portanto,
recuperamos o teorema de Stokes na notação familiar do cálculo vetorial∫
M
dA =
∫
x21+x
2
2<1
(~∇× ~A) · d~Σ =
∫
x21+x
2
2=1
~A · d~x =
∫
∂M
A.
Físicamente, ~A pode ser o potencial vetor e ~B o campo magnético. A integral do fluxo
do campo magnético através de um disco de raio unitário é igual a integral do potencial
vetor ao longo da borda, no caso, o círculo de raio unitário.
Finalizando, temos a regra de integração por partes. Vimos anteriormente a
generalização da regra de Leibniz (1.32). Sejam F e G uma p e uma q-forma res-
pectivamente. Considere Ω um domínio regular orientado de dimensão (p + q − 1).
Assim, ∫
Ω
d(F ∧G) =
∫
Ω
dF ∧G+ (−1)p
∫
Ω
F ∧ dG. (1.40)
Note que podemos usar o teorema de Stokes do lado esquerdo da equação (1.40), de
maneira que ∫
∂Ω
F ∧G =
∫
Ω
dF ∧G+ (−1)p
∫
Ω
F ∧ dG.
Com efeito, somos levados ao seguinte
Teorema 1.3.7 (Integração por partes de formas diferenciais)∫
Ω
dF ∧G =
∫
∂Ω
F ∧G− (−1)p
∫
Ω
F ∧ dG. (1.41)
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Essa é, naturalmente, uma generalização direta da regra de integração por partes usual:∫ b
a
df
dx
g(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣b
a
−
∫ b
a
f(x)
dg
dx
dx
Em várias aplicações somos capazes de eliminar o termo de superfície, seja por-
que Ω não tenha borda, isto é ∂Ω = ∅, ou porque desejamos que um dos campos
dinâmicos, no caso uma das formas diferenciais, se anulem na superfície.
1.4 Relatividade Geral no Formalismo de Einstein-
Cartan
Feito essas observações de cunho estritamente matemático, voltemo-nos para
suas aplicações no caso da RG. Podemos observar que tanto o vierbein quanto a conexão
de spin, que são as variáveis dinâmicas dessa nova descrição geométrica[19, 20, 47],
podem ser colocadas sobre a forma de 1-formas
eI := eIµdx
µ, ωIJ := ωIJµ dx
µ. (1.42)
O efeito de usarmos 1-formas locais não é acidental, ou seja, vemos que todas as
propriedades geométricas da variedade podem ser expressas através dessas formas, seus
produtos exteriores e suas derivadas exteriores. Como eI e ωIJ não carregam índices de
coordenadas (µ, ν, etc.), eles se transformam sob difeomorfismos emM. Assim, seja ξ
uma campo vetorial de componentes em um dado sistema de coorenadas ξµ, a variação
de uma forma ω sob difeomorfismos é dada por
δdiffω = £ξω, £ξω = (iξd+ diξ)ω.
onde £ξ é a derivada de Lie na direção do vetor ξ. A grosso modo, difeomorfismo é uma
transformação que de certa forma arrasta suavemente todos os campos dinâmicos de
uma região da variedade para outra. Assim, a descrição da geometria usando apenas
essas formas, seus produtos e suas derivadas exteriores são naturalmente independentes
de coordenadas.
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Utilizando o formalismo das formas diferenciais vemos que deixamos manifes-
tada apenas a simetria de gauge da teoria, isto é, eI é considerado como um vetor sob
Lorentz local, cujas componentes são 1-fomas. A pergunta que surge naturalmente é:
seria a derivada exterior de um vetor também um vetor sob Lorentz? Sabemos que
dvI = ∂µv
I
νdx
µ ∧ dxν = 1
2
(∂µv
I
ν − ∂νvIµ)dxµ ∧ dxν ,
e que
vI 7−→ v′I = ΛI J(x)vJ .
Então, dvI 7−→ (dvI)′ = d(ΛI JvJ) = dΛI JvJ + ΛI JdvJ . Novamente, vemos que
essa é uma lei de transformação não-homogênea, isto é, dvI não se transforma como
um vetor de Lorentz, pois nosso grupo de simetria é local. Para tanto, introduzimos a
conexão 1-forma ωIJ e definimos a derivada covariante exterior de Lorentz:
DvI = dvI + ωI J ∧ vJ . (1.43)
Demandamos que DeI se transforme como um vetor de Lorentz, ou seja,
DeI 7−→ (DeI)′ = ΛI JDeJ ,
o que está assegurado pela lei de transformação de potenciais de gauge não-abelianos
ω 7−→ ω′ = ΛωΛ−1 − (dΛ)Λ−1.
A ação da derivada covariante exterior nas diversas representações do grupo de simetria
segue as regras de aplicação em índices covariantes e contravariantes
DvI = dvI + ωI J ∧ vJ , DV I J = dV I J + ωI K ∧ V K J − ωK J ∧ V I K .
Definição 1.4.1 A Torção 2-forma é a derivada exterior covariante do vierbein
T I := DeI =
1
2
T I µνdx
µ ∧ dxν . (1.44)
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Poderímos ser levados a pensar em um Lema de Poincaré para derivada covariante
exterior, já que está é construída através da derivada covariante. Assim, e se aplicarmos
a derivada covariante exterior na Torção 2-forma, DT I? O que vemos é que, apesar a
derivada covariante satisfazer o Lema de Poincaré d2 = 0 não implica que D2 = 0. Por
exemplo, sobre um vetor V teríamos: D2V I = RI J ∧ V J , onde
RIJ := dωIJ + ωI K ∧ ωKJ (1.45)
é a curvatura 2-forma de Yang-Mills que no caso gravitacional em questão coincide com
a curvatura de Riemann. Com efeito, a ação de D sob a Torção 2-forma
DT I = RI K ∧ eK . (1.46)
Como a derivada covariante exterior age de maneira covariante e, como eK é um tensor
sob Lorentz, a quantidade dωI K + ωI J ∧ ωJ K deve ser um tensor sob Lorentz. Essa
grandeza é justamente a curvatura 2-forma
RIJ = dωIJ + ωI K ∧ ωKJ = 1
2
RIJ µνdx
µ ∧ dxν . (1.47)
Em resumo, temos eI , T I = DeI e DT I = RI J ∧ eJ . É bem simples de mostrar que a
derivada covariante exterior satisfaz a mesma regra de Leibniz que a derivada exterior
d,
D(Tp ∧ Tq) = DTp ∧ Tq + (−1)pTp ∧DTq.
De maneira análoga poderíamos nos perguntar se poderíamos obter alguma nova
quantidade geométrica ao aplicarmos mais uma vez a derivada covariante exterior, isto
é,
D2T I = DRI J ∧ eJ +RI J ∧ T J .
O único termo que teria a capacidade de produzir alguma quantidade tensorial nova
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seria DRI J , no entanto, vemos que
DRI J = d(dω
I
J + ω
I
K ∧ ωK J) + ωI K ∧ (dωK J + ωK L ∧ ωL J) +
−ωK J ∧ (dωI K + ωI L ∧ ωL K).
Usando-se das propriedades de anti-simetria de ωIJ = −ωJI e do produto exterior entre
formas, segue-se que
DRIJ = 0. (1.48)
Essas equações DRIJ = 0 e DT I = RI J ∧ eJ são, na verdade, identidades. Elas são
chamadas de identidades de Bianchi. Portanto, o conjunto
{
eI , ωIJ , T I , RIJ
}
forma
um conjunto de formas diferenciais fechadas sob o produto exterior ∧ e sob a derivada
exterior d. Em outras palavras, eles formam um conjunto completo para a descrição
da geometria diferencial.
A pergunta que se faz é: seria possível escrever a relatividade geral nesse forma-
lismo? A resposta é afirmativa e não somente isso, o formalismo das formas diferenciais
nos levam a uma abordagem muito mais elegante e concisa onde a independência das
coordenadas, ou melhor, as simetrias da teoria tornam-se manifestas. Portanto, preci-
samos de uma lagrangiana
S =
∫
M
d4xL(φ, ∂µφ),
e o fato das formas serem objetos completamente antisimétricos simplifica muito a cons-
trução de uma ação. Portanto, o grau da forma que necessitamos para a lagrangiana
está intimamente ligado a dimensão da variedade considerada. A lagrangiana em 4D
deve ser uma 4-forma, que pode ser integrada facilmente no espaço-tempo 4D. Além
disso, nossa ação deve possuir invariância de Lorentz. Os ingredientess fundamentais de
que dispomos para a construção da teoria são:
{
eI , ωIJ , T I , RIJ , ηIJ , εIJKL
}
4. Com
efeito, devemos tentar selecionar, dentre os elementos desse conjunto, possíveis 4-formas
SO(1, 3)-invariantes que possam ter uma interpretação dinâmica precisa. Existem al-
4onde εIJKL é o tensor de Levi-Civita completamente anti-simétrico com a condição de normali-
zação ε0123 = 1.
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gumas possibilidades
T I ∧ TI ,
RI J ∧RJ I ,
εIJKLe
I ∧ eJ ∧RKL, (1.49)
εIJKLe
I ∧ eJ ∧ eK ∧ eL,
εIJKLR
IJ ∧RKL
Dessas possibilidades de 4-formas para construção de uma lagrangiana para
a gravitação, três dessas são componentes de uma família específica de lagrangianas
chamadas de família Lovelock em 4D [40] e são denotadas por
L0 = εIJKLe
I ∧ eJ ∧ eK ∧ eL, L1 = εIJKLeI ∧ eJ ∧RKL, L2 = εIJKLRIJ ∧RKL.
Na verdade, Lovelock fornece as possíveis extensões naturais da ação de Einstein-
Hilbert, para quaisquer dimensão, que não envolve torção e produz equações de campo
de segunda ordem para a métrica. Portanto, a ação pode ser expandida em uma série
cujos elementos são os integrantes das famílias de Lovelock,
L =
n=[D/2]∑
p=0
αpLp,
com
Lp = εa1....aD R
a1a2 ∧ .... ∧Ra2p−1a2p︸ ︷︷ ︸
p vezes
∧ ea2p+1 ∧ ... ∧ eaD︸ ︷︷ ︸
D−2p vezes
. (1.50)
Uma excelente referência sobre as categorizações das famílias de Lovelock está em
[11, 27, 61]. Além disso, a determinação dos coeficientes αp pode ser achada em [80].
Lembrando que a ação de Einstein-Hilbert, que é linear nos termos de curvatura,
é da forma
SEH =
∫
M
d4x
√−gR,
onde R é o escalar de curvatura que é a contração do tensor de Ricci com a métrica
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R = gµνR
µν . Vamos tomar L1 e abrir em componentes
L1 = εIJKLe
I ∧ eJ ∧RKL,
=
1
2
εIJKLR
IJ
µνe
K
ρ e
L
σdx
µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ,
=
1
2
εIJKLε
µνρσRIJ µνe
K
ρ e
L
σdx
0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
o termo dx0∧dx1∧dx2∧dx3 é o elemento de volume em 4D denotado simplesmente por
d4x. Usando-se do vierbein para colocar os índices de Lorentz da curvatura 2-forma na
variedade, obtemos
L1 =
1
2
εIJKLε
µνρσeKρ e
L
σe
I
κe
J
λR
κλ
µνd
4x.
Lembrando ainda da fórmula de Caley para o determinante de uma matriz,
εIJKLe
I
κe
J
λe
K
ρ e
L
σ = εκλρσdet(e),
o elemento da família de Lovelock torna-se
L1 =
1
2
εκλρσε
µνρσRκλ µν d
4xdete
=
1
2
(δµκδ
ν
λ − δµλδνκ)Rκλ µν d4xdete
=
1
2
(Rµν µν −Rνµ µν)d4xe.
Usando-se das propriedades de anti-simetria do tensor de curvatura de Riemann,
Rµν ρσ = −Rνµ ρσ, e denotando por e = √−g o determinante do vierbein5, L1 assume
a seguinte forma:
L1 = d
4x
√−gR. (1.51)
Portanto, o termo L1 da família de Lovelock reproduz a lagrangiana de Einstein-Hilbert
da relatividade geral. Analogamente, o termo L0 é proporcional ao elemento de volume,
ou seja, L0 = 4!
√−gd4x e portanto é um candidato a um termo que representaria a
5O determinante do vierbein eIµ em função do determinante da métrica gµν é obtido de maneira
bem direta ao tomarmos o determinante det(eIµηIJeJν ) = det(gµν) ⇒ det(eIµ) =
√−g.
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inserção da constante cosmológica (Λ) na relatividade geral. Lembrando, que a ação
que nos leva as equações de Einstein com constante cosmológica é da forma
S =
∫
M
d4x
√−g(R− 2Λ).
Para L2 encontramos que
L2 =
1
4
εIJKLε
µνρσeIαe
J
βe
K
γ e
L
δR
αβ
µνR
γδ
ρσd
4x
=
1
4
δµνρσαβγδR
αβ
µνR
γδ
ρσ
√−gd4x.
onde δµνρσαβγδ é um determinante de uma matriz 4 × 4 formada pelos deltas de Kronecker(
εαβγδε
µνρσ = δµνρσαβγδ), de modo que depois de alguma manipulação algébrica obtemos
L2 =
(
R2 − 4RµνRµν +RµνρσRµνρσ
)
d4x
√−g. (1.52)
Essa densidade é conhecida como Gauss-Bonnet e representa um invariante topológico
em D = 4 que de certa forma está associado a diferenças na topologia da variedade.
Gauss-Bonnet não produz nenhuma diferença classicamente mas pode ter importância
em uma teoria quântica. Ainda considerando L2, podemos nos perguntar o que uma
variação nos vierbein eI 7−→ e′I = eI + δeI poderia produzir em L2? Naturalmente,
δeL2 = 0 pois é função apenas das curvaturas, por outro lado, uma variação na conexão
ωIJ 7−→ ω′IJ = ωIJ + δωIJ poderia produzir alguma variação na densidade L2? Como
a curvatura 2-forma é definida por RIJ = dωIJ + ωI K ∧ ωKJ , donde uma variação na
conexão irá produzir uma variação na curvatura
δRIJ = dδωIJ + ωI K ∧ δωKJ + ωI K ∧ δωKJ ,
= D(δωIJ).
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Introduzindo em δL2:
δL2 = 2εIJKLR
IJ ∧ δRKL
= 2εIJKLR
IJ ∧DδωKL
= D(2εIJKLR
IJ ∧ δωKL)
= dΩ.
Onde definimos Ω := 2εIJKLRIJ ∧ δωKL que é um escalar de SO(1, 3) e fizemos uso da
identidade de Bianchi (DRIJ = 0). Assim, vemos que L2 não produz nenhuma equação
de campo, pois sua variação δL2 se resume em uma derivada total dΩ. Portanto,
adicionar L2 produz apenas uma mudança nas condições de contorno.
De acordo com o princípio variacional junto com a abordagem desenvolvida por
Palatini, a ação que descreve os fenômenos gravitacionais parte do princípio de que
tanto a conexão de spin quanto o vierbein são campos independentes. Considerando
por simplicidade uma variedade espaço-temporal de dimensão D = 4, na ausência
de matéria e sem constante cosmológica, a ação de Einstein-Hilbert pode ser reescrita
fazendo-se uso das formas diferenciais na ação proposta por Palatini. Notemos, primei-
ramente, que a ação gravitacional que corresponde a integral da densidade de escalar
de curvatura ao longo de uma região espaço-temporal - pode ser escrita como uma
integral de uma 4-forma como se segue:
SPalatini[ω, e] =
1
2κ
εIJKL
∫
M4
eI ∧ eJ ∧RKL − Λ
12
eI ∧ eJ ∧ eK ∧ eL (1.53)
onde κ =
8piG
c4
, G é a constante gravitacional de Newton e Λ a constante cosmológica.
Como nesse formalismo temos dois campos independentes, a princípio, é de se esperar
alguma contribuição a mais nas equações de movimento. Com efeito, fazendo-se as
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variações funcionais obtemos as seguintes equações6 de movimento:
δS
δeI
= 0 : εIJKL(R
KL ∧ eJ − Λ
3
eJ ∧ eK ∧ eL) = 0 (1.54)
δS
δωIJ
= 0 : εIJKLT
K ∧ eL = 0 (1.55)
onde a equação (1.54) são as equações de campo de Einstein e (1.55) implicam que a
torção, na ausência de férmions, anula-se via equação de movimento.
Podíamos nos perguntar quais outros termos satisfazendo as exigências de in-
variância sob Lorentz local e que seja uma 4-forma poderiam ser adicionadosa à ação
de Palatini. De fato, a menos de termos de superfície, como no caso de Gauss-Bonnet,
existe essencialmente um único termo que poderia ser adicionado, a saber o termo de
Holst. Portanto, a ação de Palatini com a modificação de Holst lê-se
S[ω, e]Holst = SPalatini +
1
2κγ
∫
M4
eI ∧ eJ ∧RIJ .
As equações de movimento dessa ação, com a modificação de Holst, ficam inalteradas
e, consequentemente, reproduzem no nível clássico as mesmas equações de campo da
relatividade geral, ou seja, o segundo termo não produz efeito sobre as equações de
movimento. O que acontece é que a variação em relação a conexão produz novamente
a condição de torção nula. A constante de acoplamento γ é chamada de parâmetro
de Barbero-Immirzi. Para aplicações na gravitação quântica o parâmetro γ assume
um papel importante e não pode ser zero. O termo de Holst possui um papel em
análogia com as teorias de Yang-Mills, onde podemos adicionar um termo topológico a
ação que não modifica as equações clássicas de movimento pois o integrando pode ser
reexpresso como uma derivada total. No caso presente, mesmo a modificação de Holst
não sendo de origem topológica, devido a primeira identidade de Bianchi ele se anula
6Lembrando das definições de Curvatura e Torção 2-forma: RIJ =
1
2
RIJ µνdx
µ ∧ dxν = dωIJ +
ωIK ∧ωKJ e T I = deI +ωIJ ∧eJ ≡ DeI . Temos ainda que a variação da ação em relação a conexão de
spin terá contribuição apenas no termo de curvatura, isto é, δRIJ = dδωIJ+ωIK∧δωKJ+ωJK∧δωIK ≡
DδωIJ . De modo que, via uma integração por partes, chega-se a Eq. (1.55)
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identicamente:
δSγ
δeI
:= 0 ⇒ 1
κγ
eJ ∧RIJ = 0.
Na ausência de torção a última expressão é precisamente a identidade de Bianchi.
Consequentemente, o parâmetro γ é de certa forma análogo ao conhecido parâmetro
θQCD na Cromodinâmica Quântica [14, 33, 59, 65].
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Capítulo 2
Modelo de Gravitação tipo-Topológico
em 4D
2.1 Extensão do Grupo de Lorentz
Vimos que a série de Lovelock, que é a extensão mais geral para dimensões mais
altas da relatividade geral, produz equações de campo de segunda-ordem na métrica
com torção nula. Em D = 4 ela contém a densidade de lagrangiana que descreve as
equações de campo da relatividade geral, a saber Einstein-Hilbert. Embora seja bem
similar em estrutura e conteúdo da teoria usual, a teoria de Lovelock possui caracte-
rísticas singulares. Além da constante de Newton (G) e da constante cosmológica (Λ),
a ação possui uma coleção de parâmetros dimensionais e arbitrários (αp) que torna
a análise das propriedades físicas da teoria muito complexa. Nesse formalismo, a di-
mensão canônica do vierbein é [eI ] = l0, enquanto a conexão de spin ωIJ não possui
dimensão, isto é, [ωIJ ] = l1, como se espera de um verdadeiro campo de gauge. Isso
é um reflexo do fato de que a gravitação einsteineana é naturalmente uma teoria de
gauge para o grupo de Lorentz, onde eI assume o papel do campo gravitacional, ou
seja, um campo vetorial sob Lorentz e não uma conexão. A pergunta que poderíamos
fazer é: será que seria possível acomodar eI e ωIJ como componentes de uma única
conexão? A resposta a essa pergunta acabou sendo na afirmativa, porém, com um
preço a se pagar: devemos estender o grupo de simetria de gauge [38, 105].
Portanto, sendo A a conexão de Yang-Mills, que toma valores na álgebra de Lie
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de um grupo G
A =
1
2
AABMAB (2.1)
e, os geradores satisfazendo as relações
[MAB,MCD] = ηCBMAD − ηCAMBD + ηDBMCA − ηDAMCB,
a construção da curvatura de Yang-Mills é dada por
F = dA+ A ∧ A
=
1
2
dAABMAB +
1
8
[AABMAB, A
CDMCD]
=
1
2
(
dAAB + AA C ∧ ACB
)
MAB
=
1
2
FABMAB,
onde FAB = dAAB +AA C ∧ACB é a curvatura 2-forma associada ao grupo de simetria
G.
As transformações de gauge infinitesimais podem ser escritas como
δA = D,
onde D = d + [A, ], e  é um parâmetro infinitesimal que é uma zero-forma local
valorado na álgebra de Lie
 =
1
2
ABMAB.
A fim de incluírmos o vierbein nessa abordagem de Yang-Mills necessitamos de
um grupo G que seja uma extensão do grupo de Lorentz, ou seja,
A
!
=
1
2
ωIJMIJ + e
IPI . (2.2)
Uma transformação de gauge infinitesimal sob a conexão lê-se δω = D, no entanto,
sob o vierbein teríamos δeI = I JeJ . Para unificarmos essas duas transformações em
uma única, iremos precisar de termos na álgebra que dêem conta dessa transformação
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da componente vetorial da conexão estendida, assim
[MIJ , PK ] = ηKJPI − ηKAPB (2.3)
para que em uma álgebra estendida a variação da conexão que compõe {ωIJ , eI} seja
equivalente as transformações individuais, ou seja, iremos alargar o grupo de simetria
de tal forma a garantir que
δA = D =⇒ δωIJ = DIJ e δeI = I JeJ ,
no entanto, iremos ganhar uma simetria nova associada a “translações” como veremos
a seguir.
As escolhas mais simples para uma álgebra estendida estão contidas em uma
imersão da álgebra de Lie do grupo de Lorentz em um grupo maior. Naturalmente,
tais escolhas são associadas a Poincaré que acrescenta translações espaço-temporais
ISO(1, 3). No caso da presença de uma constante cosmológica Λ 6= 0, espaço-tempo
plano não é mais solução das equações de Einstein, assim é possível estender o grupo
de Lorentz ao grupo – de tipo minkowskiano – de de Sitter ou anti-de Sitter, para
Λ > 0 ou Λ < 0, respectivamente. As transformações de gauge serão aquelas que
deixam invariantes a métrica ηMN = diag(−1, 1, 1, 1, 1, s), no caso 5D, ondeM,N, ... =
0, ..., 5 e s assume os valores ± 1. As assinaturas (−1, 1, 1, 1, 1, 1) e (−1, 1, 1, 1, 1,−1),
correspondem, respectivamente, ao grupo minkowskiano de de Sitter SO(1, 5) e anti-de
Sitter SO(2, 4) para espaço-tempo 5D. Esses grupos serão denotados de maneira mais
compacta por (A)dS6.
Uma base para a álgebra de Lie (a)ds6 de AdS6 é dada pelos geradores MMN =
−MNM que são, de fato, matrizes 6× 6 assumindo a forma
(
MMN
)P
Q := −δPMηNQ +
δPNηMQ, obedecendo a relação de comutação
[MMN ,MPQ] = ηMPMNQ − ηMQMNP − ηNPMMQ + ηNQMMP . (2.4)
Os campos dinâmicos1 da teoria são componentes de uma conexão Aˆ = Aˆαdxα, valo-
1Campos e formas no espaço-tempo penta-dimensionalM5 serão escritos com um “chapéu”, índices
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radas na álgebra de Lie (a)ds6. Em respeito a base (MMN), a conexão lê-se
Aˆ =
1
2
AˆMNMMN =
1
2
AˆMNα dx
αMMN ,
cuja transformação de gauge é da forma
δAˆMN = DMN = dAˆMN + AˆM P 
PN − AˆN P PM
Portanto, a nossa conexão associada ao grupo (A)dS6 produz a curvatura de
Yang-Mills FˆMN = dAˆMN + (Aˆ2)MN . Consequentemente, se desejamos acomodar
tanto o fünfbein quanto a conexão de spin em uma única conexão Aˆ, podemos fazer a
seguinte identificação dos geradores MMN com os geradores de Lorentz 5-dimensional
MAB e os geradores de “translações” PA, com A,B, ... = 0, ..., 4:
MAB = MAB, PA =
1
l
MA5,
onde l > 0 é um parâmetro com dimensão de comprimento no sistema de unidades
onde c = } = 1. Com efeito, nossa conexão desacopla-se da seguinte forma
AˆMN =
 Aˆ
AB = ωˆAB, conexão de spin
AˆA5 =
1
l
eˆA, fünfbein
As relações de comutação assumem a forma explícita como se segue
[MAB,MCD] = −η˜ADMBC − η˜BCMAD + η˜ACMBD + η˜BDMAC ,
[MAB, PC ] = η˜ACPB − η˜BCPA , (2.5)
[PA, PB] =
s
l2
MAB ,
com η˜AB = diag(−1, 1, 1, 1, 1). Os dez geradores MAB geram o grupo de Lorentz 5D, e
junto com os 5 geradores PA, geram o grupo AdS6 para o espaço-tempo 5D. Com essa
do espaço-tempo são denotados por α, β, ... = 0, ..., 4.
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identificação dos geradores a curvatura de Yang-Mills assume a seguinte forma:
Fˆ =
1
2
dωˆABMAB +
1
l
deˆAPA +
1
2
[
1
2
ωˆABMAB +
1
l
eˆAPA,
1
2
ωˆCDMCD +
1
l
eˆCPC ]
=
1
2
(
RˆAB +
1
l2
eˆA ∧ eˆB)MAB + 1
l
TˆAPA. (2.6)
onde RˆAB := dωˆAB + ωˆA C ∧ ωˆCB é a curvatura de Riemann 2-forma em 5D e TˆA =
DeˆA = deˆA+ωˆA B∧eˆB é a torção 2-forma que é a derivada covariante em 5D do fünfbein.
Note que, a torção TˆA aparece como uma componente desse novo field strength obtido
pela álgebra (a)dS6. Temos ainda como separar as variações de gauge da conexão AˆMN
em suas componentes de Lorentz,
δABAˆ
MN =
 δAˆ
AB = δωˆAB = DAB,
δAˆA5 =
1
l
δeˆA = −1
l
A B eˆ
B
mais “translações”
δA5Aˆ
MN =
 δAˆAB = δωˆAB = − sl (A5eˆB − eˆAB5),δAˆA5 = δeˆA = lDA5
Portanto, com esse novo grupo de simetria de gauge obtemos uma definição para
a conexão donde uma teoria de puro gauge poderá ser definida através de uma ação cuja
nova conexão contém os campos dinâmicos da gravitação. Poderíamos nos perguntar:
o que aconteceria com a ação de Lovelock em 5D se exigirmos que ela seja invariante
sob essa simetria estendida? A resposta a essa pergunta nos levará, na verdade, a
ação de Chern-Simons em 5D como veremos a seguir. Lembrando que a família de
Lovelock é a generalização natural da ação de Einstein-Hilbert que produz equações
de campo sem derivadas superiores. Naturalmente, a ação é Lorentz invariante, ou
seja, δABSLovelock = 0. Entretanto, ao exigirmos que ela seja invariante também pelas
“translações” iremos poder fixar as contantes de expansão da série de Lovelock, isto é,
SLovelock = κ
∫
M
n=[D/2]∑
p=0
αpLp, (2.7)
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onde [D/2] denota o menor inteiro da divisão e
Lp = εa1....aD R
a1a2 ∧ .... ∧Ra2p−1a2p︸ ︷︷ ︸
p vezes
∧ ea2p+1 ∧ ... ∧ eaD︸ ︷︷ ︸
D−2p vezes
.
Os coeficientes αp são constantes arbitrárias de dimensão
[αp] = [l]
−(D−2p),
e κ é uma constante com unidade da ação.
Variando a ação de Lovelock em respeito ao viellbein eA produz equações de
campo, que são mais complicadas que as equações de campo de Einstein-Hilbert, en-
volvendo potências mais altas da curvatura. Essas equações de campo, entretanto, são
ainda de segunda-ordem na métrica. A variação com respeito a conexão de spin ωAB é
identicamente nula devido a hipótese de torção nula. As densidades de Lovelock, foram
primeiramente estudas no formalismo métrico usual [40], a ação de Lovelock é cons-
truída sob os mesmo requerimentos que Einstein-Hilbert: covariância sob o grupo de
difeomorfismos e equações de campo de segunda-ordem na métrica. Na linguagem das
formas diferenciais, (2.7) é obtida via o requerimento que a densidade de lagrangiano
seja invariante sob o grupo de simetria de Lorentz local, isto é, que a lagrangiana seja
um D-forma, construída inteiramente dos campos fundamentais: viellbein e e conexão
de spin ω e suas derivadas exteriores.
Essa demanda, contundo, não possibilita a restrição dos valores dos coeficientes
αp. A fim de obtermos esses coeficientes iremos considerar uma imersão do grupo de
Lorentz SO(1, D− 1) em um grupo maior. A extensão mínima para SO(1, D− 1) seria
os grupos de (anti)-de Sitter SO(2, D− 1). Em dimensões ímpares é possível construír
uma lagrangiana invariante sob o grupo (A)dS, de modo que, através da exigência
de invariância da ação sob esse grupo maior pode-se fixar os parâmetros de Lovelock
αp. A lagrangiana obtida através desse requerimento é a lagrangiana de Chern-Simons
associada com a densidade de Euler [61] para uma dimensão acima de D. Vamos
mostrar que Lovelock em 5D sob o grupo de simetria AdS6 nos fornecerá uma teoria
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de Chern-Simons em 5D. A ação de Lovelock 5-dimensional assume a seguinte forma
SLovelock = κεABCDE
∫
M5
(
α2Rˆ
AB ∧ RˆCD ∧ eˆE + α1RˆAB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE
+α0eˆ
A ∧ eˆB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE
)
, (2.8)
as dimensões dos parâmetros são:
[α0] = [l]
−5, [α1] = [l]−3, [α2] = [l]−1.
Portanto, a variação da ação δA5S produzirá2:
δSLovelock = κεABCDE
∫
M5
(
2α2δRˆ
AB ∧ RˆCD ∧ eˆE + α2RˆAB ∧ RˆCD ∧ δeˆE +
+α1δRˆ
AB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE + 3α1RˆAB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ δeˆE +
+5α0eˆ
A ∧ eˆB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ δeˆE
)
Donde, fazendo-se uso das simetrias do Levi-Civita e substituindo as variações sob
“translações”, obtemos:
δSLovelock = κεABCDE
∫
M5
(
5α0eˆ
A ∧ eˆB ∧ eˆC ∧ (DE5)− 6sα1A5eˆB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧DeˆE +
+3α1Rˆ
AB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧DE5 − 4sα2A5eˆBRˆCD ∧DeˆE +
+α2Rˆ
AB ∧ RˆCD ∧DeˆE
)
.
Fazendo-se uma integração por partes e usando a identidade de Bianchi DRˆAB = 0,
δSLovelock = κεABCDE
∫
M5
(−20α0 − 6sα1)eˆA ∧ eˆB ∧ eˆC ∧DeˆDE5 +
+ (−6α1 − 4sα2)RˆAB ∧ eˆC ∧DeˆDE5, (2.9)
Assim, exigindo-se que a ação de Lovelock seja invariante sob essa variação, isto é
2Lembrando que a variação da curvatura 2-forma é: δRˆAB = DδωˆAB
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δSLovelock
!
= 0, as constantes αp serão vínculadas da seguinte forma:
−20α0 − 6sα1 = 0, −6sα1 − 4s2α2 = 0
⇒ α1 = − 2s
3l2
α2, α0 =
1
5l4
α2 (2.10)
Com efeito, a ação de Lovelock em 5D com um grupo de gauge (A)dS6, lê-se:
SLovelock =
α¯2κ
l
εABCDE
∫
M5
(
RˆAB ∧ RˆCD ∧ eˆE − 2s
3l2
RˆAB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE +
+
1
5l4
eˆA ∧ eˆB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE
)
, (2.11)
onde α¯2 é uma constante adimensional que pode ser absorvida na constante κ. Essa é
justamente a ação de Chern-Simons em 5D sob o grupo de (A)dS6. De fato, podemos
notar que Lovelock em dimensões ímpares D = 2n + 1, fazendo-se essa extensão da
álgebra, sempre nos produzirá como resultado uma teoria de Chern-Simons [80]. A
ação de Chern-Simons em 5D para uma conexão A = 1
2
AMNMMN tomando valores
numa álgebra de Lie (a)ds6 é da forma
SCS5 =
1
24
εMNPQRS
∫
M5
(
AˆMN ∧ dAˆPQ ∧ dAˆRS + 3
2
dAˆMN ∧ (Aˆ2)PQ ∧ dAˆRS +
+
3
5
AˆMN ∧ (Aˆ2)PQ ∧ (Aˆ2)RS
)
. (2.12)
Cujas equações de campo obtidas pela variação da conexão Aˆ são da forma
1
4
εMNPQRSFˆ
PQ ∧ FˆRS = 0, onde Fˆ PQ = dAˆPQ + (Aˆ2)PQ, (2.13)
com FˆMN = dAˆMN + AˆN P ∧ AˆPN é a curvatura de Yang-Mills.
Da mesma maneira que podemos interpretar a teoria de Chern-Simons em 3D
para um grupo de gauge pseudo-ortogonal SO(1, 3) ou SO(2, 2) como uma teoria de
gravitação com constante cosmológica [45], podemos fazer o mesmo com Chern-Simons
em 5D identificando os geradores com Lorentz mais “translações” e as componentes da
conexão Aˆ com a conexão de spin em 5D e o fünfbein. Com efeito, a ação de Chern-
Simons, após uma integração por partes e supondo ∂M5 = ∅ ou que os campos vão a
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zero na borda, assume a seguinte forma:
SCS5D =
1
8l
εABCDE
∫
M5
(
RˆAB ∧ RˆCD ∧ eˆE − 2s
3l2
RˆAB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE +
+
1
5l4
eˆA ∧ eˆB ∧ eˆC ∧ eˆD ∧ eˆE
)
. (2.14)
Podemos identificar no segundo e o terceiro termos as densidades de Einstein-
Hilbert e constante cosmológica para a gravitação em 5D, respectivamente. A novidade
da ação de Chern-Simons é justamente a presença do primeiro termo, que é da forma
Rˆ5∧Rˆ5; como vimos esse termo não entra com uma constante de acoplamento abitrária,
pelo contrário, ele vem acopanhado de um número racional que é fixado via a exigência
da teoria de Lovelock ser invariante sob AdS6, embora a ação esteja escrita em forma
manifestamente Lorentz invariante SO(1, 4).
Finalmente, vemos que uma teoria de Lovelock em dimensão ímpar D = 2n +
1 cuja ação é invariante sob o grupo de simetria local SO(2n − 2, 2) ou SO(2n −
1, 1) (n = 0, 1, 2, ...) representa, de fato, uma teoria de Chern-Simons que pode ser
interpretada como uma teoria de gravitação com constante cosmológica. De fato, existe
um procedimento em dimensão ímpar que implementado possibilita a obtenção de todos
os coeficientes da família de Lovelock de forma geral [61]. Esse procedimento produz
diretamente uma densidade de lagrangiano (2n+ 1)-dimensinal
L
(A)dS
2n+1 =
n∑
p=0
αpL
2n+1
p ,
onde Lp são os elementos da série de Lovelock. Nesse caso particular de Lovelock em
dimensão ímpar sob (A)dS, todos os coeficientes αp são fixados e assumem os valores
dados por
αp = κ
(±1)p+ll2p−D
(D − 2p)
(
n
p
)
(2.15)
onde κ é uma constante arbitrária adimensional. Portanto, o que veremos a seguir
é como essa teoria de Chern-Simons em 5D nos leva ao modelo de Chamseddine em
4D via uma redução dimensional mais truncação. Nosso objetivo será mostrar que, de
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fato, recupera-se o modelo tipo-topológico de Chamseddine [9] e que as equações de
campo deste são soluções da teoria de Chern-Simons completa sem truncação.
2.2 O modelo de Chamseddine
A relatividade geral é uma teoria invariante de fundo (“background invariant”),
o que significa que não existe estrutura geométrica dada a priori à variedade espaço-
temporal onde a teoria é definida: a métrica pertence aos campos dinâmicos. Uma
outra classe de teorias que são independentes de fundo são as teorias topológicas [37]
tais como as teorias de Chern-Simons3. De maneira extraordinária [45], a gravitação
em um espaço-tempo 3-dimensional pode ser escrita como uma teoria de Chern-Simons
cujos grupos de gauge locais são Poincaré ISO(1, 2), mas também para SO(1, 3) ou
SO(2, 2) se existir uma constante cosmológica positiva ou negativa respectivamente. Da
mesma forma, podemos descrever teorias de Chern-Simons em dimensões mais altas,
na verdade apenas em dimensões ímpares[61]. Uma diferença essencial entre gravitação
em 3D e em dimensões maiores que três é que aquela não possui graus de liberdade
local enquanto esta possui. O mesmo acontece com as teorias de Chern-Simons em 3D
e em dimensões mais altas. Portanto, a primeira teoria de Chern-Simons que possui
graus de liberdade locaias é a em 5D, como vimos na seção anterior.
Como estamos interessados em gravitação em 4D, a pergunta natural que po-
demos nos fazer é: poderíamos encontrar uma teoria de cunho topológico similar em
um espaço-tempo 4-dimensional? Um resposta a essa pergunta foi dada por Cham-
seddine [9]: uma teoria que além de conter os campos associados à gravitação deve
trazer consigo um campo escalar tipo-dilaton[76]. Pode-se obtê-la de uma teoria de
Chern-Simons em 5D através de uma redução dimensional e truncação de algumas
componentes dos campos fundamentais. Como iremos ver, o conjunto de soluções do
modelo de Chamseddine é um subconjunto das soluções da teoria completa, a saber
Chern-Simons 5D reduzida a 4D. De maneira mais precisa, a proposta do presente
3Podemos mencionar também as teorias BF como exemplo de teoria topológica. No entanto, a
menos que alguns vínculos sejam aplicados à teoria, elas podem endereçar graus de liberdade locais
em espaço-tempo de quaisquer dimensões, para mais detalhes vide [67, 72] e as referências contidas.
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trabalho será investigar a dinâmica desse modelo e seus aspectos no nível clássico e
compará-las com as da teoria padrão de Einstein.
Portanto, a partir de agora iremos fazer uma redução dimensional da ação (2.14)
de 5D para 4D. Com efeito, iremos fazer algumas decomposições do grupo (A)dS6 em
termos das representações do grupo de Lorentz em 4D SO(1, 3). As componentes da
conexão serão decompostas como ωˆAB = {ωˆIJ , ωˆI4 := 1
l
bˆI} e eˆA = {eˆI , eˆ4}. Devemos
notar que, via a definição εIJKL4 := εIJKL e utilizando-se das propriedades de anti-
simetria do Levi-Civita bem como das quantidades em (2.14) a ação lê-se:
SCS5 =
1
8l
εIJKL
∫
M5
[
eˆ4 ∧ RˆIJ(5) ∧ RˆKL(5) + 4eˆI ∧ RˆJ4(5) ∧ RˆKL(5) +
− 2s
3l2
(
3eˆ4 ∧ eˆI ∧ eˆJ ∧ RˆKL(5) + 2eˆI ∧ eˆJ ∧ eˆK ∧ RˆL4(5)
)
+
+
1
l4
eˆ4 ∧ eˆI ∧ eˆJ ∧ eˆK ∧ eˆL
]
, (2.16)
onde
RˆIJ(5) = Rˆ
IJ − 1
l2
bˆI ∧ bˆJ , RˆI4(5) =
1
l
DbˆI ;
com
RˆIJ = dωˆIJ + ωˆI K ∧ ωˆKJ .
Juntando-se os termos em destaque em (2.16) a ação assume a seguinte forma
SCS5 =
1
8l
εIJKL
∫
M5
eˆ4 ∧
(
RˆIJ − 1
l2
(bˆI ∧ bˆJ + seˆI ∧ eˆJ)
)
∧
(
RˆKL − 1
l2
(bˆK ∧ bˆL + seˆK ∧ eˆL)
)
+
+
4
l
eˆI ∧DbˆJ ∧ RˆKL − 4
l3
eˆI ∧DbˆJ ∧ bˆK ∧ bˆL − 4s
3l3
eˆI ∧DbˆJ ∧ eˆK ∧ eˆL,
note que o termo em destaque pode ser integrado por partes, usando
D(bˆJ ∧ bˆK ∧ bˆL ∧ eˆI) = 3DbˆJ ∧ bˆK ∧ bˆL ∧ eˆI + bˆJ ∧ bˆK ∧ bˆL ∧DeˆI .
Considerando que a integral de uma derivada total vai a zero na borda da
variedade ∂M5, a ação assume a forma
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SCS5 =
1
8l
εIJKL
∫
M5
eˆ4 ∧
(
RˆIJ − 1
l2
(bˆI ∧ bˆJ + seˆI ∧ eˆJ)
)
∧
(
RˆKL − 1
l2
(bˆK ∧ bˆL + seˆK ∧ eˆL)
)
+
+
2
l
DeˆI ∧ bˆJ ∧
(
RˆKL − 2
3l2
bˆK ∧ bˆL
)
− 2
l
DbˆI ∧ eˆJ
(
RˆKL − 2s
3l2
eˆK ∧ eˆL
)
. (2.17)
Podemos notar que os campos eˆI e bˆI assumem um papel simétrico na ação (2.17),
de modo que em princípio poderíamos usar quaisquer um dos dois ou mesmo uma
combinação linear de eˆ e bˆ para definir a forma do vierbein em 4D. Contudo, uma
diferença qualitativa entre essas duas quantidades irá manifestar-se após uma truncação
conveniente. A teoria 4-dimensional é obtida através de uma redução dimensional tipo
Kaluza-Klein onde os campos “tipo-matéria” são codificados na dimensão extra, ou
seja, na 5a dimensão. Portanto, assumiremos que uma dimensão espacial representará
uma dimensão “microscópica” e compacta. Com efeito, faremos um desacoplamento das
coordenadas do espaço-tempo em D = 5 nas coordenadas de D = 4 do espaço-tempo
xµ, µ = 0, ..., 3 e a quinta coordenada χ := x4. Desse modo os campos separam-se,
eˆI = eIµdx
µ + eIχdχ,
bˆI = bIµdx
µ + bIχdχ,
eˆ4 = e4µdx
µ + e4χdχ, (2.18)
ωˆIJ = ωIJµ dx
µ + ωIJχ dχ.
O desacoplamento das componentes da curvatura de Yang-Mills lêem-se
FˆMN = FMN + FMNχ dχ (2.19)
onde
FMN =
1
2
FMNµν dx
µ ∧ dxν , FMNχ = FMNµχ dxµ.
Naturalmente, devemos separar as componentes de cada uma dessas formas em termos
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de suas componentes de Lorentz SO(1, 3),
FMN = (F IJ , F 4I , F 5I , F 45),
FMNχ = (F
IJ
χ , F
4I
χ , F
5I
χ , F
45
χ ).
Consequentemente, as componentes da curvatura assumem a seguinte forma após as
separações feitas em (2.18) e (2.19)
F IJ = RIJ − 1
l2
bI ∧ bJ − s
l2
eI ∧ eJ ,
F I4 =
1
l
DbI − s
l2
eIe4,
F I5 =
1
l
DeI +
1
l2
bI ∧ e4,
F 45 =
1
l
de4 − 1
l2
bI ∧ eI , (2.20)
F IJχ = R
IJ
χ +
1
l2
(bIχ ∧ bJ − bI ∧ bJχ) +
s
l2
(eIχ ∧ eJ − eI ∧ eJχ),
F I4χ =
1
l
(DbIχ + ω
I
χ J ∧ bJ) +
s
l2
(eIχ ∧ e4 − eI ∧ e4χ),
F I5χ =
1
l
(DeIχ + ωχ
I
J ∧ eJ)− 1
l2
(bIχ ∧ e4 − bI ∧ e4χ),
F 45χ =
1
l
de4χ +
1
l2
(bIχ ∧ eI − bI ∧ eIχ),
onde RIJ representa a curvatura 2-forma associada a conexão de Lorentz ωIJ . As
equações de campo (2.13) são separadas nos seguintes conjuntos de equações
εIJKL(F
45 ∧ FKL − 2FK4 ∧ FL5) = 0
εIJKLF
J5 ∧ FKL = 0,
εIJKLF
J4 ∧ FKL = 0, (2.21)
εIJKLF
IJ ∧ FKL = 0,
que são 4-formas e as demais equações correspondendo a 3-formas, ou seja, as compo-
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nentes χ
εIJKL(F
45
χ ∧ FKL + F 45 ∧ FKLχ − 2FK4χ ∧ FL5 − 2FK4 ∧ FL5χ ) = 0,
εIJKL(F
J5
χ ∧ FKL + F J5 ∧ FKLχ ) = 0, (2.22)
εIJKL(F
J4
χ ∧ FKL + F J4 ∧ FKLχ ) = 0,
εIJKLF
IJ ∧ FKLχ = 0,
com as componentes da curvatura dadas por (2.21). A teoria, mesmo com esse desa-
coplamento continua sendo invariante sob as transformações completas de (A)dS6, que
agora podem ser identificadas em termos das quantidades 4D:
δωˆIJ = DIJ +
s
l
(I5eˆJ − J5eˆI) + 1
l
(I4bˆJ − J4bˆI),
δeˆI = lDI5 + eˆJJ
I + bˆI45 − eˆ4χI4,
δbˆI = lDI4 + bˆJJ
I − seˆI45 + seˆ4χI5, (2.23)
δeˆ4 = ld45 − bˆII5 + eˆII4.
2.2.1 Fixação de Gauge e a Ação de Chamseddine
A ação (2.17) e as equações de movimento obtidas (2.21) e (2.22) podem ser
simplificadas via uma fixação parcial de gauge que consiste de oito condições
bIχ = 0, e
I
χ = 0, I = 0, ..., 3, (2.24)
que fixa as simetrias de gauge geradas por MI5 = lPI e MI4 = lQI , respectivamente,
como poder ser visto pelas leis de transformação (2.23) para as componentes χ de bI
e eI , onde assumimos que o campo e4χ 6= 0. Essa fixação reduz a simetria de gauge
ao grupo SO(1, 3) × (A)dS2, onde SO(1, 3) é o grupo de Lorentz 4D e (A)dS2 =
U(1) se s > 0 (teoria com constante cosmológica positiva) ou o grupo de dilatação se
s < 0 (teoria com constante cosmológica negativa). Naturalmente (2.24) é apenas uma
fixação de gauge: a teoria continua sendo uma teoria com simetria de gauge sobre o
(A)dS6 completo.
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A teoria em 4D pode ser obtida através de uma compactificação ou redução
dimensional tipo Kaluza-Klein, onde os campos de matéria são codificados nas com-
ponentes pentadimensionais dos campos dinâmicos. A abordagem do processo de re-
dução dimensional proposto por Kaluza-Klein é obtida baseada na hipótese de que a
variedade 5-dimensional adimita um decomposição topológica com a seguinte estrutura
M5 = M4 ⊗ S1. S1 é um espaço topológico unidimensional e compacto e “microscó-
pico”, topologicamente equivalente a um círculo de raio rc e, portanto, parametrizado
pela coordenada x4 = χ tal que 0 ≤ χ ≤ 2pirc. Com efeito, quaisquer campos definidos
emM5 são periódicos em χ, e podem ser expandidos como uma série de Fourier como
f(x) =
∞∑
n=−∞
f (n)(x)einχ/rc , ∀ campo f,
onde todas as componentes de Fourier satisfazem a condição de realidade, ou seja,
(f (n)(x))∗ = f (−n)(x).
Uma vez que a dependência na coordenada χ seja conhecida, a redução dimensi-
onal é obtida inserindo os campos com suas respectivas expansões em modos de Fourier
na ação e integrando sobre a quinta coordenada. O resultado será uma ação efetiva
em 4D envolvendo todos o modos de Fourier e suas interações com essa expansão em
série infinita, a qual, pelo menos no regime perturbativo e espaço-tempo plano, são
caracterizadas por um parâmetro de massa que cresce com n, isto é, mn = n/rc. Esse
valor da massa para um regime de baixa-energia pode ser facilmente observado através
de uma expansão dos campos dinâmicos sob o vácuo de Minkowski, ou seja, se consi-
deramos que os campos possam ser expandidos como f(x) = f˚(x) + h(x), onde f˚(x) é
o valor do campo no vácuo considerado e h(x) a flutuação em relação ao background
em questão. Obtemos que as flutuações em relação ao vácuo h(x) satisfazem a equação
de d’Alembert em 5D,
(∂20 −∇2 − ∂2χ)h = 0,
e suas componentes de Fourier, levando em consideração a condição de periodicidade,
assumem a forma de onda plana, isto é, h ∼ exp(−ikµxµ+ inχ/rc). Naturalmente, eles
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satisfazem a relação de dispersão
− ω2 + k2 + n
2
r2c
= 0, (2.25)
típica de modos massivos com m2 = n2/r2c .
Como estamos assumindo que rc é pequeno o suficiente, de maneira que não seja
possível esquadrinhar experimentalmente no regime de energia disponível hoje, segue
que os modos massivos com n 6= 0 devem ser muito pesados. Portanto, no regime de
baixa-energia podemos nos limitar, pelo menos em primeira aproximação, a apenas os
setores de modo zero da expansão dos campos, que significa dizer que todos os campos
sejam constantes em χ. Isso significa que
∂χf(x) = 0, ∀ campo f. (2.26)
O modelo de Chamseddine é obtido [9] por uma truncação que consiste em tomar
alguns campos a zero:
eIχ = 0, ω
IJ
χ = 0, e
4
µ = 0, b
I
µ = 0. (2.27)
Note que a primeira condição é, de fato, nada mais que uma condição de fixação
de gauge, a segunda de (2.24). As outras três truncações quebram aparentemente a
simetria (A)dS6 em SO(1, 3). Contudo, Chamseddine mostrou que através de uma
reordenação dos campos remanecentes em novos multipletos permite mostrar que a te-
oria residual esconde uma simetria de gauge (A)dS5. Para vermos isso, não deveríamos
aplicar direto a primeira das condições de fixação de gauge (2.24) mas reordenando os
campos em multipletos de (A)dS5:
AAB = {AIJ ,A4I} := {ωIJ , 1
l
eI}, (2.28)
ΦA = {ΦI ,Φ4} := {−bIχ, e4χ}. (2.29)
Usando essas definições junto com as condições de truncação (2.27), a ação (2.17)
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reduz-se a expressão invariante sob (A)dS5
S(4D) =
1
8
∫
M4
εABCDEΦ
AFBC ∧ FDE, (2.30)
onde o campo ΦA é um multipleto na representação adjunta do grupo de simetria e
uma zero-forma, ou seja, um escalar sob difeomorfismos. Note que nenhum parâmetro
é necessário em frente a ação, pois qualquer parâmetro poderia ser absorvido em uma
redefinição do campo escalar ΦA. A curvature de (A)dS5
FAB = dAAB + AAC ∧ ACB. (2.31)
Em termos das componentes de SO(1, 3) lê-se
FIJ = RIJ − 1
l2
eI ∧ eJ , (RIJ = dωIJ + ωIK ∧ ωKJ)
FI4 =
1
l
DeI , (DeI = deI + ωIJ ∧ eJ).
As transformações de gauge infinitesimais de (A)dS5 que deixam a ação de
Chamseddine invariante podem ser escritas como
δAAB = dAB + AAC CB − ABC CA, δΦA = A BΦB, (2.32)
onde AB = −BA é o parâmetro infinitesimal da transformação. As equações de
movimento que se seguem de (2.30) via a variação em relação a conexão A e ao campo
escalar Φ são
δS(4D)
δΦA
=
1
8
εABCDEFBC ∧ FDE = 0, (2.33)
δS(4D)
δAAB
=
1
2
εABCDEDΦC ∧ FDE = 0, (2.34)
onde D é a derivada covariante em respeito a conexão A que age da seguinte forma:
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D = d+ [A, ]. Portanto, a atuação nas componentes de ΦA
DΦI = DΦI +
s
l
Φ4eI , DΦ4 = dΦ4 − 1
l
eIΦI .
As equações de movimento em termos das componentes SO(1, 3), assumem a forma
δS
δeI
= − 1
2l
εIJKL(DΦ
J +
s
l
eJΦ4)(RKL − s
l2
eK ∧ eL) = 0
δS
δωIJ
=
1
2
εIJKL
(
(dΦ4 − 1
l
eI′Φ
I′)(RKL − s
l2
eK ∧ eL) + 1
l
(DΦK +
s
l
eKΦ4)DeL
)
= 0,
δS
δΦ4
=
1
8
εIJKL(R
IJ − s
l2
eI ∧ eJ)(RKL − s
l2
eK ∧ eL) = 0, (2.35)
δS
δΦI
=
1
2l
εIJKLDe
J(RKL − s
l2
eK ∧ eL) = 0.
Podemos introduzir matéria adicionando a ação (2.30) um termo Sm o qual
iremos supor que admita invariância sob o grupo de gauge do modelo, a saber (A)dS5,
e independente do campo escalar ΦA. A invariância sob (A)dS5 da ação completa,
S = S4D + Sm[e, ω] (2.36)
pode ser expressada através de uma “identidade de Ward” local, que pode ser obtida
ao considerarmos uma ação S = S[ϕ], onde ϕ são campos em geral, que possui uma
invariância sob certo grupo de transformações, isto é, δϕ = (x)P (ϕ) ⇒ δS[ϕ] = 0,
onde P (ϕ) é uma função dos campos. Portanto, a identidade de Ward surge quando
exigimos a invariância da ação sob a variação dos campos dinâmicos
δS =
∫
dx (x)δϕ(x)
δS[ϕ]
δϕ
= 0.
No nosso caso os campos dinâmicos são a conexão AAB e o campo escalar ΦA,
onde
δAAB = DAB, δΦA = A BΦB.
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Com efeito, a variação da ação
δS[A,Φ] =
∫
dx[AB](x)
(
− 1
2
D
δS
δAAB
+ ΦB
δS
δΦA
)
= 0, ∀AB(x);
onde fizemos uma integração por partes no termo com derivada exterior, e lembrando
da antisimetria do parâmetro AB devemos antisimetrizar o termo de variação de Φ.
Dessa forma, a identidade de Ward assume a forma
WABS := −D δS
δAAB
+ ΦA
δS
δΦB
− ΦB δS
δΦA
= 0.
Estaremos interessados particularmente na identidade de Ward associada à invariância
sob os geradores MI4:
WIS := −1
l
eJ
δS
ωIJ
− lD δS
δeI
+ ΦI
δS
δΦ4
− sΦ4 δS
δΦI
= 0. (2.37)
Podemos observar que essa identidade é assegura separadamente para ambas as ações
S4D e Sm. Definindo as seguintes quantidades
TI := δSm
δeI
, TIJ := δSm
δωIJ
,
Podemos reescrever (2.37) como
1
l
eJTIJ + lDTI = −1
l
eJ
δS4D
ωIJ
− lDδS
4D
δeI
+ ΦI
δS4D
δΦ4
−sΦ4 δS
4D
δΦI
. (2.38)
onde a última igualdade expressa a invariância de S(4D). Essa identidade nos leva a
uma equação de continuidade geral
2
l
eJTIJ +DTI = 0. (2.39)
A 3-forma TI está relacionada com as componentes do tensor energia-momento T N I
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na base de vierbein por
TI = 1
6
εNJKLT N IeJ ∧ eK ∧ eL. (2.40)
Podemos notar que TIJ = 0 se a ação da matéria for independente da conexão de spin
ω (2.39) é interpretada então como equação de continuidade para energia e momento
(DTI = 0⇐⇒ ∇µT µν = 0 no formalismo métrico usual da relatividade geral.)
2.2.2 Acessibilidade e fixação de gauge
Omodelo de Chamseddine (2.30), estudado na seção anterior, é invariante sob as
transformações de gauge (2.32). Portanto, podemos ver a possibilidade de uma fixação
parcial de gauge dada por quatro condições que nos permitem levar a zero quatro das
componentes do campo escalar ΦA, ou seja,
ΦI = 0, I = 0, ..., 3. (2.41)
Essa fixação deixa a invriância local de Lorentz explícita. Contudo, devemos analisar
se essa transformação, que tem o papel de fixação parcial de gauge, é acessível. Em
analogia com a eletrodinâmica onde o campo de gauge é o 4-potencial Aµ temos que,
se ∂µAµ 6= 0, é possível encontrar uma transformação de gauge tal que a 4-divergência
do novo potencial A′µ seja nula, ou seja, ∂µA′µ
!
= 0. Portanto, sabendo que o potencial
Aµ se transforma como
Aµ 7−→ A′µ = Aµ + ∂µα(x),
a transformação de gauge é acessível contanto que
∂µ∂
µα = 0 ⇔ α = 0.
No nosso caso, temos uma conexão A que se transforma segundo um elemento g do
grupo de simetria como
A′ = g−1Ag + g−1dA.
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A atuação de uma transformação finita sob o campo Φ
Φ′ = gΦ,
onde podemos dividir a matriz elemento do grupo em blocos
g =
 (gIJ)4×4 gI4
g4I g44

Além disso,
(MI4)
C
D = −(δCI η4D − δC4 ηID) = (PI)C D.
A fim de entendermos como construir uma transformação finita iremos começar com a
matriz PI=0, assim
⇒ (P0)C D = −(δC0 η4D − δC4 η0D)
Dessa forma, P0 possui apenas os elementos C,D = 0, 4 e a matriz possui a
forma
P0 =

0 · · · −s
... . . .
...
σ · · · 0

(P 20 )
C
D = (P0)
C
K(P0)
K
D
=
(
δC0 η4K − δC4 η0K
)(
δK0 η4D − δK4 η0D
)
= −sδC0 η0D − σδC4 η4D
= (−σs)Q0
onde podemos ver que Q0 é um tipo de matriz “identidade” que contém apenas 1 e 0
na diagonal o que garante que todas as potências de Q reproduzem seu valor inicial,
isto é, Qn ≡ Q.
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Q0 =

1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

Por conseguinte, as potências pares de P0 são
P 2n0 = (−σs)nQ0, (2.42)
analogamente, as potências ímpares são
(P0)
2n+1 = P0P
2n
0
= (−σs)nP0. (2.43)
Seguindo a mesma metodologia feita acima iremos obter a I-ésima matriz P
(P 2I )
C
D = (PI)
C
K(PI)
K
D
Donde,
(P 2I )
C
D = −ηIIδc4η4D − sδCI ηID (2.44)
lembrando que para cada I o elemento ηII assume apenas os valores 1 ou −1, ou
segundo as nossas notações σ = ±1. Dessa forma, podemos definir para cada matriz
QI tal como no caso Q0 onde suas potências retornam o valor original, ou seja,
P 2I = (−ηIIs)QI .
Portanto, as potências pares da I-ésima matriz P seguem a fórmula recursiva
(PI)
2n = (−ηIIs)nQI ;n ≥ 1, (2.45)
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e, as potências ímpares
(PI)
2n+1 = (−ηIIs)nPI . (2.46)
Finalmente, temos que a transformação assume a seguinte forma
gI = e
λPI =
∞∑
k=0
λkP kI
k!
= 1 +
∞∑
k=0
λ2k+1(−ηIIs)kPI
(2k + 1)!
+
∞∑
k=1
λ2k(−ηIIs)kQI
(2k)!
.
Devemos analisar dois casos, o primeiro ao considerarmos ηIIs = 1 o que irá produzir
uma função oscilatória nos parâmetros
gI = 1 + sinλPI + (cosλ− 1)QI . (2.47)
Nesse caso, não temos nenhum problema ou vínculo nos parâmetros da transformação
quando aplicada sobre o campo (ΦI), porque as funções não assumem nenhum ponto
singular em seu domínio de definição. Em outras palavras, não teremos problemas em
definir tanλ como será mostrado nos cálculos a seguir. O segundo caso, é obtido ao
considerarmos ηIIs = −1 o que nos leva a funções hiperbólicas nos parâmetros
gI = 1 + sinhλPI + (coshλ− 1)QI . (2.48)
Contudo, a transformaçao finita sobre o campo ΦA, gerada pelo elemento do
grupo g, é dada por
(gI)
A
BΦ
B = Φ′A
Assim, quando A = I temos
Φ′I = coshλΦI − s sinhλΦ4 (2.49)
Finalmente, exigiremos que as componentes desse novo campo Φ′I != 0, donde obtemos
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a seguinte condição sobre o parâmetro
tanhλ = s
ΦI
Φ4
; | tanhλ |≤ 1. (2.50)
Analogamente, no caso oscilatório, a única diferença é que não necessitamos de vincular
o domínio de definição do parâmetro de transformação como no caso hiperbólico, ou
seja,
tanλ = s
ΦI
Φ4
. (2.51)
Em conclusão, vemos que de fato a fixação parcial de gauge é acessível logo as condições
(2.41) são garantidas contanto que (2.50) ou (2.51) sejam respeitadas.
A ação completa, incluindo a matéria, se reduz depois dessa fixação
S¯ =
1
8
∫
M4
εIJKLΦ
4FIJ ∧ FKL + Sm
=
1
8
∫
M4
εIJKLΦ
4(RIJ − s
l2
eI ∧ eJ) ∧ (RKL − s
l2
eK ∧ eL) + Sm, (2.52)
onde a ação de matéria Sm é supostamente independente de ΦA e assumiremos sua
independência da conexão de spin daqui em diante. As equações de campo que são
derivadas da ação acima4 são
δS¯
δeI
= −1
2
s
l2
Φ4εIJKL(e
J ∧RKL − s
l2
eJ ∧ eK ∧ eL) + TI = 0,
δS¯
δωIJ
=
1
2
εIJKL
(
dΦ4(RKL − s
l2
eK ∧ eL) + 2s
l2
Φ4eK ∧DeL
)
= 0, (2.53)
δS¯
δΦ4
=
1
8
εIJKL(R
IJ − s
l2
eI ∧ eJ) ∧ (RKL − s
l2
eK ∧ eL) = 0,
onde a Torção 2-forma é definida por T I := DeI e TI é a energia-momento 3-forma
(2.40).
Observe que ao compararmos a primeira das Eqs. (2.53) com as equações pa-
4A qual estamos adicionando a ação da matéria Sm que por hipótese deve obedecer a mesma
invariância de gauge do modelo de Chamseddine puro, a saber (A)dS5.
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drões de Einstein com constante cosmológica no formalismo de primeira ordem,
εIJKL
(
eJ ∧RKL − Λ
3
eJ ∧ eK ∧ eL
)
= −8piGTI , (2.54)
T I = DeI = 0,
nos leva a identificação do fator
3s
l2
com a constante cosmológica,
Λ :=
3s
l2
, (2.55)
e definir a função
G(x) :=
3
4piΛΦ4(x)
(2.56)
como sendo o “parâmetro” de Newton, que é inversamente proporcional ao campo
escalar Φ4. Dessa forma, as equações de campo (2.53) assumem a forma
εIJKL
(
eJ ∧RKL − Λ
3
eJ ∧ eK ∧ eL
)
= −8piG(x)TI ,
εIJKL
(
dG(x)
(
RKL − Λ
3
eK ∧ eL)−2Λ
3
G(x)eK ∧DeL
)
= 0 , (2.57)
εIJKL
(
RIJ − Λ
3
eI ∧ eJ
)(
RKL − Λ
3
eK ∧ eL
)
= 0 ,
onde devemos notar a dependência em x do parâmetro de Newton G(x).
Podemos notar que a teoria é claramente singular quando Λ = 0 pois esse
valor corresponderia um s nulo na métrica de (A)dS5 que naturalmente tornar-se-ia
singular. A primeira das equações de campo (2.53) possuem a forma das equações de
campo de Einstein usuais no formalismo de primeira ordem. Contudo, nosso parâmetro
de acoplamento de Newton G(x) é uma função dependente do campo Φ4. A segunda
equação determina a torção T I em termos dos campos dinâmicos construtores da teoria
ωIJ , eI e G.
Na ausência de matéria uma solução natural de vácuo é a de curvatura constante
e livre de torção que é a solução do espaço de (anti-)de Sitter: RIJ =
Λ
3
eI ∧ eJ . A
última equação, que claramente admite a solução de curvatura constante de (anti-)de
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Sitter, é também compatível como soluções não triviais, como veremos. É interessante
notar que a condição de fixação de gauge (2.41) é equivalente a primeira das fixações
de gauge em (2.24).
Na teoria de Einstein a equação de continuidade do tensor de energia-momento
lê-se, no formalismo de primeira-ordem,
DTI = 0 (2.58)
onde D é a derivada covariante exterior em respeito a conexão de spin ωIJ e a 3-forma
TI está relacionanda ao tensor de energia-momento (2.40). A equação de continuidade
acima segue das equações de Einstein (2.54) e da identidade de Bianchi DRIJ = 0.
Como vimos anteriormente, temos que a equação de continuidade ainda se mantém no
nosso caso como uma consequência da invariância sob (A)dS5 e da identidade (2.37) e
com a hipótese de que a ação da matéria é independente do campo escalar Φ e também
da conexão de spin ω.
Podemos ainda notar a identidade de Ward (2.37) aplicando-se a condição de
fixação de gauge ΦI = 0. Com efeito, levando em consideração que a ação da matéria
Sm dependa apenas do vierbein eI , isso nos leva a identidade
DTI = Λ
3
eJ
δS¯
δωIJ
+
√
| Λ |
3
Φ4
δS
δΦI
∣∣∣∣
ΦI=0
,
onde S¯ é a ação completa após a fixação de gauge (2.52), e S é a ação completa antes
da fixação (2.36). Como DTI = 0, a identidade acima nos mostra que a equação
δS
δΦI
∣∣∣∣
ΦI=0
= 0 (2.59)
é válida “on-shell”, isto é, se as equações de movimento (2.53) da teoria com fixação
de gauge são satisfeitas. Em outras palavras, isso é equivalente as equações da teoria
sem fixação obtida através da variação da ação em função de ΦI , avaliadas em ΦI = 0.
De fato, essa identidade “ on-shell” em (2.59) pode ser obtida através da identidade de
Ward (2.37) ao tomar ΦI = 0.
Para finalizar essa seção poderíamos nos perguntar se as equações de movimento
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obtidas através da truncação da teoria, a saber as equações do modelo de Chamseddine
(2.33) e (2.34), junto com as condições de truncação (2.27) e as condições sobre a
dependência na coordenada χ (2.26), são também soluções das equações de movimento
(2.13) da teoria completa de Chern-Simons sob (A)dS6. De fato, as equações da teoria
de Chern-Simons completa em 5D reduzida a quatro dimensões são dadas por (2.21),
(2.21) e (2.22). Após a imposição das condições de truncação (2.27) junto com a
restrição (2.26) e renomeando (2.28), (2.29), as componentes da curvatura assumem a
forma
F IJ = RIJ − s
l2
eI ∧ eJ , F I4 = 0, F I5 = 1
l
DeI , F 45 = 0,
F IJχ = 0, F
I4
χ = −
1
l
DΦI − s
l2
eIΦ4, F I5χ = 0 (2.60)
F 45χ =
1
l
dΦ4 − 1
l2
eIΦ
I .
Inserindo as expressões (2.60) nas oito equações (2.21) e (2.22), obtemos equações tri-
viais 0 = 0, e quatro equações não triviais que são identicas àquelas obtidas através da
ação do modelo de Chamseddine, equação (2.35). Concluimos que o conjunto de solu-
ções das equações de movimento de (A)dS5 é um subconjunto particular das soluções
da teoria (A)dS6 de Chern-Simons completa. É interessante notar que as quatro equa-
ções não triviais são derivadas da ação de Chern-Simons através da variação dos quatro
campos “destinados” à truncação. Se tivessimos feito algum outro tipo de truncação
nas equações de campo, obteríamos mais equações independentes do que obtem-se da
ação truncada diretamente como fora feito.
2.3 Formalismo de Dirac-Bergmann
Considere um sistema mecânico usual com número de graus de liberdade finitos,
descritos por uma lagrangiana que é função das coordenadas generalizadas qI e das
velocidades generalizadas q˙I (I = 1, ..., N) e N ∈ N, isto é, L = L(q, q˙), e a ação que
descreve o sistema dinâmico dada pelo funcional S[q, q˙] :=
∫
dtL(q, q˙). O princípio
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variacional nos leva as equações de movimento de Euler-Lagrange,
d
dt
(
∂L
∂q˙I
)
=
∂L
∂qI
, I = 1, 2, ..., N, (2.61)
onde definimos a matriz hessiana MIJ por:(
∂2L
∂q˙I∂q˙J
)
q¨J := MIJ(q, q˙)q¨
J =
∂L
∂qI
− ∂
2L
∂q˙I∂q˙J
q˙J := QI(q, q˙). (2.62)
Em geral, esta matriz hessiana MIJ , construída através das derivadas segundas da
lagrangiana em relação as velocidades generalizadas, é invertível o que permite resolver
as acelerações, q¨I = (M−1)IJQJ . Consequentemente, dadas a posição e velocidade
iniciais, pode-se sempre determinar univocamente a trajetória dinâmica, no espaço de
configuração, em cada instante. Por outro lado, se a matriz MIJ não for invertível
então, se 1 ≤ r ≤ N denota o rank de M , haverá (N − r) vetores independentes uIm
(m = 1, ...(N − r)), satisfazendo a equação de auto-valor Mu = 0 e, portanto, não
podemos resolver para todas as acelerações univocamente. Naturalmente, as equações
de movimento não são univocamente determinadas e obtemos (N − r) relações entre
as 2N variáveis q, q˙. Portanto, podemos dividir as teorias em dois casos associados ao
determinante dessa matriz
M = det
∣∣∣∣ ∂2L∂q˙I∂q˙J
∣∣∣∣ =
 6= 0, não singular= 0, singular
a importância que reside nessa classificação está ligada ao processo de passagem para
o formalismo hamiltoniano, que tem implicações diretas nos métodos de quantização
canônica [39, 51, 93, 113]. De fato, com a finalidade de transitarmos para o formalismo
citado, devemos introduzir os momentos canonicamente conjugados às coordenadas
generalizadas qI como
piI :=
∂L
∂q˙I
. (2.63)
Assim, as velocidades generalizadas q˙I deveriam ser invertidas em termos de funções
de q e pi, isto é,
q˙I = vI(q, pi).
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Contudo, a invertibilidade só se processa de maneira natural no caso de teorias não-
singulares. Esse é a grosso modo a essencia do teorema da função implícita, que não
serão abordados nessa seção de revisão. Sendo este o caso, define-se a hamiltoniana
canônica como uma transformação de Legendre
HC(q, pi) =
N∑
I=0
piI q˙
I − L(q, q˙), (2.64)
e considerando-se, sua variação funcional,
δH = q˙IδpiI +
(
piI − ∂L
∂q˙I
)
δq˙I − ∂L
∂qI
δqI . (2.65)
Pela definição (2.63), o termo do meio é cancelado e a hamiltoniana só envolve variações
dos q e pi e não envolve variação das velocidades q˙I . O espaço 2N -dimensional de todos
os pares piI , qI é chamado de espaço de fase. A dinâmica do sistema é estabelecidade
pelas equações de Hamilton,
q˙I =
∂H
∂piI
, p˙iI = −∂H
∂qI
. (2.66)
Portanto, nos sistemas dinâmicos não-singulares assume-se sempre duas hipóte-
ses: (1) as variações δpiI , δqI são completamente independentes e (2) a hamiltoniana é
uma função exclusivamente de piI , qI . Contudo, essas duas hipóteses falham nos casos
singulares. De fato, note que a variação da hamiltoniana, sendo dada em termos dos
momenta e das posições, é dependente da valoração desta na subvariedade definida por
piI =
∂L
∂q˙I
. Com efeito, se exigimos que as variações das variáveis canônicas respeitem
também essas condições, devemos ter
δpiI = MIJδq˙
J +
∂2L
∂q˙I∂qJ
δqJ , (2.67)
uImδpiI = 0 + u
I
m
∂2L
∂q˙I∂qJ
δqJ , (2.68)
que mostra imediatamente que as variações δpiI , δqI não são completamente indepen-
dentes. Com efeito, não podemos obter univocamente, no caso singular, as equações de
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movimento de Hamilton. As variações não sendo independentes, ou seja, a impossibili-
dade de eliminarmos todas as velocidades generalizadas em termos de piI e qI , introduz
relações entre as variáveis do espaço de fase, isto é, φm(q, pi) = 0 (m = 1, ...,M ≤ N)
chamadas de vínculos primários5. Portanto, a hamiltoniana definida por (2.64), cha-
mada de hamiltoniana canônica HC , produziria a mesma dinâmica da hamiltoniana
canônica acrescida de uma combinação linear dos φ’s
HT = HC + λmφm, (m = 1, 2...,M ≤ N), (2.69)
onde as quantidades λm são coeficientes arbitrários dos q’s e dos pi’s, conhecidos por
multiplicadores de Lagrange. A teoria física não é capaz de distinguir entre HC e HT
pois a hamiltoniana não é mais univocamente determinada.
Vimos acima que a variação da hamiltoniana HC é dada por
δH = q˙IδpiI −
(
∂L
∂q˙I
)
.
Essa equação é assegurada para quaisquer variações de q e p que são sujeitas a condi-
ção dos vínculos primários a serem preservados. Como vimos, a variação dos q’s e pi’s
não são independetes pois são restritas pelos vínculos e devem ser sujeitas a preserva-
ção destes. Desse modo, aplicando-se os métodos de variação levando-se em conta os
vínculos primários (2.69) obtemos as seguintes equações de movimento
q˙I =
∂HC
∂piI
+ λm
∂φm
∂piI
, (2.70)
p˙iI = −∂HC
∂qI
− λm∂φm
∂qI
.
Temos, desse modo, as equações de movimento de Hamilton, descrevendo como as
variáveis q e pi evoluem no tempo, no entanto, essas equações envolvem coeficientes
indeterminados λm.
É conveniente introduzir um formalismo, que faremos uso recorrente, que nos
permite escrever essas equações de maneira mais compacta, conhecido como o forma-
5Devido ao fato de φ(q, pi) ser zero, pela própria definição de momento, usualmente chamamos esses
tipos de vínculos de vínculos primários.
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lismo dos parenteses de Poisson. É uma operação entre duas funções no espaço de fase,
C(pi, q) e B(pi, q), definida por
{
C,B
}
:=
∂C
∂qI
∂B
∂piI
− ∂C
∂piI
∂B
∂qI
. (2.71)
Em termos dos parenteses de Poisson temos que
{
qI , pi
J
}
= δJI , (2.72)
os parênteses de Poisson possuem certas propriedades que seguem imediatamente de
sua definição que são, antisimetria:
{
C,B
}
= −{B,C},
linearidade {
C1 + C2, B
}
= C1
{
C2, B
}
+C2
{
C1, B
}
,
temos ainda a regra do produto ou de Leibniz
{
C1C2, B
}
= C1
{
C2, B
}
+
{
C1, B
}
C2.
Finalmente, existe uma relação, conhecida como identidade de Jacobi, conectando três
variáveis dinâmicas
{
C1,
{
C2, C3
}}
+
{
C2,
{
C3, C1
}}
+
{
C3,
{
C1, C2
}}
= 0.
As equações de Hamilton, ou melhor, a evolução dinâmica de uma variável C
no espaço de fase é dada por
C˙ =
∂C
∂qI
q˙I +
∂C
∂piI
p˙iI . (2.73)
Substituindo-se as variações de q e pi dadas por (2.70), encontramos que (2.73) assume
a forma
C˙ =
{
C,HC
}
+λm
{
C, φm
}
. (2.74)
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Consequentemente, as equações (2.66) podem ser reescritas como
q˙I =
{
qI , HC
}
+ λm
{
qI , φm
}
, p˙iI =
{
piI , HC
}
+ λm
{
piI , φm
}
. (2.75)
Temos que ter alguns cuidados ao trabalharmos com sistemas não-singulares. Como
estamos interessados na dinâmica, que é dada pelos colchêtes de Poisson, ao trabalhar
com vínculos não podemos utilizá-los antes de resolvermos os colchêtes. Caso contrário
obteríamos um resultado contraditório. Para nos lembrar dessa regra no formalismo
de Dirac-Bergmann, escrevemos os vínculos com um sinal de “igualdade fraca” ≈. Por
definição, os M vínculos são funções independentes entre si. A subvariedade definida
por φm ≈ 0 é chamada de superfície dos vínculos possuindo dimensão 2N − M em
relação ao espaço de fase. Assim, os vínculos primários são escritos como
φm ≈ 0, (m = 1, ...,M). (2.76)
Devemos fazer uso de (2.76) como igualdade estrita somente depois de termos calcu-
lados todos os parênteses de Poisson. Sujeita a essa regra, a evolução de uma variável
dinâmica, dada pela hamiltoniana total (2.69), assume a seguinte forma mais concisa
C˙ ≈{C,HT} (2.77)
Agora, devemos analisar as consequências dessas equações de movimento. Natural-
mente, teremos algumas condições de consistência, pois temos as quantidades φm que
devem ser zero a todo instante. Temos de garantir que as trajetórias no espaço de fase,
que estejam sobre a superfície de vínculos em um dado instante inicial, permaneçam
sobre esta na evolução do sistema. Podemos aplicar as equações de movimento (2.74)
ou (2.77) tomando a variável dinâmica C sendo um dos vínculos primários da teoria
(2.76). Contudo, sabemos que φ˙ deverá ser zero por consistência e, portanto, obtemos
algumas condições de consistência.
ϕ(q, pi) = 0. (2.78)
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Finalmente, algumas condições podem acontecer através de (2.78: um tipo de equação
reduz-se a 0 = 0. De outro modo, podemos obter apenas algumas restrições sobre os
multiplicadores de Lagrange λm.
O primeiro tipo de equação não precisamos nos preocupar pois a imposição de
consitência se processa identicamente. No entanto, o segundo tipo que produz novas
relações entre as variáveis canônicas, significa que temos novos vínculos sobre as variá-
veis q, pi dados por (2.78). Esses novos vínculos advindos da imposição de consistência
da evolução dinâmica são chamados de vínculos secundários. Eles diferem dos víncu-
los primários pois esses são consequências diretas de (2.63) que definem os momenta,
enquanto para os vínculos secundários, devemos usar as equações de movimento.
Havendo a existência de vínculos secundários na nossa teoria devemos impor,
novamente, as condições de consistência, ou seja, o vínculo secundário produzido deve
ser estável e, portanto, exigimos que ϕ˙ ≈ 0. Assim, obtemos uma nova equação
{
ϕ,HC
}
+λm
{
ϕ, φm
}≈ 0. (2.79)
Essa equação deve ser tratada no mesmo pé de igualdade que as demais, isto é, devemos
notar qual dos três tipos descritos ela irá produzir. Se obtemos mais uma relação entre
as variáveis canônicas isso indica a preseça de mais um vínculo secundário, logo o pro-
cesso deve ser realizado mais uma vez devido ao novo vínculo gerado. Devemos aplicar
esse algorítmo de condições de consistência até não produzirmos mais relações entre
as variáveis canônicas, e no final termos obtido um conjunto de vínculo secundários do
tipo (2.78) mais um certo número de condições sobre os coeficientes λ.
Os vínculos secundários serão tratados no mesmo pé de igualdade que os vínculos
primários, veremos mais adiante o porquê dessa consideração. Com efeito, é conveniente
redefinir o conjunto dos vínculos primários e secundários como sendo rotulados por um
índice seguindo a notação
φk ≈ 0, k = M + 1, ...,M +K, (2.80)
onde K é o número total de vínculos secundários. Como eles são escritos como igualda-
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des fracas implica que eles também representam equações que não devemos usar antes
de calcularmos o parêntese de Poisson. Portanto, todos os vínculos, ou seja, o número
completo de vínculos primários e secundários podem ser escritos de uma maneira mais
compacta como
φj ≈ 0, j = 1, ...,M +K := J. (2.81)
Finalmente, precisamos compreender quais são os tipos de restrições que o ter-
ceiro tipo de condição, associada a estabilidade, produzirá sobre os multiplicadores de
Lagrange. Lembrando que na hamiltoniana total (2.69) só entra, em princípio, os vín-
culos primários, ou seja (m = 1, ...,M). Com efeito, ao analisarmos a estabilidade dos
vínculos φj, onde (j = 1, ..., J) e como J ≥M , o sistema de equações que produziremos
será, em geral, mais que completo. De fato,
{
φj, HC
}
+λm
{
φj, φm
}≈ 0, m = 1, ...,M, j = 1, ..., J = M +K, (2.82)
nos proporciona condições sobre os λ’s, pois nesse caso elas não se reduzem a equa-
ções de vínculos, contudo, obtemos um conjunto completo de equações lineares não-
homogêneas para λm. Uma maneira de fixar os λ’s é buscar por soluções que nos dê
λ’s como função dos q’s e dos pi’s, digamos
λm = Um(q, pi). (2.83)
Entretanto, essa solução não é única, pois se temos uma solução particular podemos
adicionar a ela uma combinação linear das soluções (Vm(q, pi)) associada a parte ho-
mogênea de (2.82):
Vm
{
φj, φm
}≈ 0, (2.84)
o que nos produzirá a solução geral da equação inomogênea. Desejamos a solução mais
geral para (2.82) e, portanto, devemos considerar todas as soluções independentes de
(2.84), a qual denotaremos por Vam, a = 1, ..., A. Logo, a solução mais geral de (2.82)
assume a forma
λm = Um + vaVam, (2.85)
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em termos dos coeficientes va que são completamente arbitrários.
Substituindo esse expressão para os λ’s na hamiltoniana total (2.69) obtemos
HT = HC + Umφm + vaVamφm.
Podemos reescrever a equação acima como
HT = H¯ + vaφa, (2.86)
onde H¯ := HC + Umφm e φa := Vamφm. Assim, vemos que mesmo após aplicarmos
toda a análise de consistência da teoria ainda ficamos com coeficientes completamente
arbitrários v. Essa é uma diferença crucial das formulações hamiltonianas nos casos
regulares. Isto é, temos funções arbitrárias do tempo na solução das equações de
movimento dados as condições iniciais.
Obviamente que isso é um sinal da presença de algum tipo de simetria na teoria.
Efetivamente, muitas vezes em sistemas físicos usamos mais variáveis que o necessá-
rio para sua descrição. Constroi-se modelos sem sequer saber, a priori, quais são os
verdadeiros graus de liberdade. Um exemplo nítido é a eletrodinâmica. O campo ele-
tromagnético no vácuo possui apenas dois graus de liberdade associados às polarizações
da onda eletromagnética. No entanto, nós usualmente descrevemos a teoria em termos
do vetor potencial Aµ = (A0, ~A) o qual possui quatro componentes, ou em termos do
tensor Fµν que guarda a informação dos campos eletromagnéticos.
A relatividade geral possui também dois graus de liberdade, no entanto, sua
descrição é feita através do tensor métrico gµν que possui dez componentes ou via o
vierbein, no formalismo de primeira ordem, eIµ que possui 16 componentes. Natural-
mente, existem relações entre as variáveis chamadas de vínculos. Os vínculos, como
vimos acima, são equações envolvendo as variáveis do espaço de fase que devem ser
asseguradas a cada instante da evolução do sistema {φ,H} ≈ 0. A fim de compreen-
der melhor essas relações devemos inserir uma nova classificação dos vínculos que nos
permitirá relacioná-los com os geradores infinitesimais de alguma simetria.
Definição 2.3.1 Uma variável dinâmica A(q, pi), é chamada de primeira-classe caso
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os seus parênteses de Poisson com todos os vínculos φ’s sejam nulos:
{A, φj} ≈ 0, 1, ..., J. (2.87)
Caso contrário, A(q, pi) é chamada de segunda-classe.
Com efeito, se A é de primeira-classe, segue que {A, φj} deve ser alguma com-
binação linear dos φ’s, pois eles são as únicas entidades, no presente formalismo, que
são, por definição, fracamente zero. Portanto, temos
{A, φj} = cjkφk. (2.88)
Além disso, um resultado interessante que pode ser demonstrado facilmente é: se temos
duas variáveis dinâmicas A(q, pi) e B(q, pi) de primeira-classe, então o parêntese de
Poisson dessas duas quantidades, ou seja, {A,B}, é também de primeira-classe.
De uma forma matricial, podemos obter essas classificações dos vínculos de
primeira e segunda-classe, que em muitos casos pode mostrar-se mais prática. Dessa
forma, podemos ainda perder a distinção entre vínculos primários e secundários e ver
que essa distinção não é tão importante. De fato, considerando em (2.69) a soma de
todos os vínculos primários e secundários temos a equação para os λ’s
{HC , φj}+ λi{φj, φi} ≈ 0, i, j = 1, ..., J. (2.89)
Se os λ são ou não parâmetros completamente arbitrários dependerá crucialmente das
propriedades de invertibilidade da matriz antisimétrica
Mij:= {φi, φj}. (2.90)
Naturalmente, se (2.90) é invertível6, podemos resolver (2.89), o que nos daria
uma solução única para todos os λ, e assim uma hamiltoniana única e consequentemente
uma evolução temporal univocamente determinada. Contudo, suponha que a matriz
não seja invertível. Consequentemente, haverá alguns autovetores nulos. Como somos
6Lembrando que apenas matrizes antisimétricas de dimensão par são invertíveis devido a necessi-
dade do determinante ser diferente de zero como condição de invertibilidade.
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livre para fazer mudanças de base sob transformações lineares nos vínculos, podemos
assumir que exista um subconjunto dos vínculos φa, a = 1, ..., A,cujos parênteses de
Poisson com todos os demais vínculos se anulam fracamente, isto é,
{φa, φj} ≈ 0. (2.91)
Nesse caso, uma parte só dos λ em (2.89) é determinada, os λa, a = 1, ..., A permane-
cendo arbitrários. E portanto, os vínculos φa tendo parênteses de Poisson fracamente
zero com todos os vínculos, são os vínculos de primeira-classe. Por outro lado, se
denotarmos os demais vínculos por ψm, m = 1, ..., J − A, são chamados de segunda-
classe7[78, 93].
Finalmente, vamos tentar dar uma compreensão física sobre esses conceitos de
vínculos de primeira-classe. Considere um sistema dinâmico, descrito por um variável
A(q, pi) que evolui de um dado estado inicial. Assumindo que no instante t = 0 nossa
variável dinâmica assume o valor A0. Daí, seu valor após um intervalo de tempo
infinitesimal δt será, após uma expansão em Taylor
A(δt) = A0 + A˙δt.
Por outro lado, A˙ é dada através do parêntese de Poisson com a hamiltoniana (2.86),
ou seja,
A = A0 + {A, HT}δt,
= A0 + δt
(
{A, H¯}+ va{A, φa}
)
.
Os coeficientes v são completamente arbitrários e, portanto, para um valor distinto de
v teremos um A diferente no mesmo instante de tempo δt, cuja diferença funcional é
7Dessa forma, vemos que o rank da matriz Mmn, igual a J − A, nos informa sobre o número de
vínculos de segunda-classe. Consequentemente, o rank, nesse contexto, será sempre uma quantidade
par.
78
2. Chern-Simons 5D e o modelo tipo-topológico
dada por
δA = δt(va − v¯a){A, φa}, (2.92)
= a{A, φa}, a := δt(va − v¯a). (2.93)
As variações das variáveis dinâmicas do nossso sistema, dadas por (2.93), devem des-
crever o mesmo estado físico. Essa mudança nas variáveis hamiltonianas consiste em
aplicar uma transformação que se processa no espaço das variáveis dinâmicas e, não ne-
cessáriamente no espaço de fase, capaz de mudar as variáveis sem alterar o estado físico
do sistema. Esse tipo de transformação é conhecido como transformações de gauge cuja
função geradora é dada por aφa. Portanto, chegamos a conclusão que os vínculos de
primeira-classe, tem o seguinte significado: são geradores de transformações de gauge
que alteram as variáveis dinâmicas sem alterarem o estado físico do sistema.
Além disso, podemos fazer a contagem dos graus de liberdade da teoria, pois a
presença de vínculos reduz a dimensão do espaço de fase (Γfase). De fato, o número de
graus de liberdade é dado por
N = 1
2
(
dimΓfase − 2× F− S
)
, (2.94)
onde F representa o número de vínculos de primeira classe e S o número de vínculos
de segunda classe. A contagem dos graus de liberdade é feita segundo (2.94) pois
cada vínculo implica em uma condição sobre as coordenadas do espaço de fase. Com
efeito, a presença dos vínculos produz uma subvariedade, digamos Σ ⊂ Γfase, onde a
dinâmica do sistema deve ser avaliada. Entretando, os vínculos de primeira-classe além
de proporcionarem a condição citada, eles somam mais um grau de liberdade associado
a invariâcia de gauge. Em outras palavras, os estados físicos não são representados
por pontos pertencentes à superfície Σ, mas são representados por órbitas em Σ, isto
é, trajetórias que conectam pontos da subvariedade através dos vínculos de primeira-
classe. Dessa forma, os vínculos de primeira-classe produzem uma classe de equivalência
entre pontos da subvariedade. Os pontos das classes de equivalência estabelecem as
órbitas de gauge ao longo das quais podemos modificar as variáveis dinâmicas sem
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alterar o estado físico do sistema. Consequentemente, temos de contabilizar esse fato
e por isso o fator 2F para vínculos de primeira-classe. Os vínculos de segunda-classe
são apenas condições entre as variáveis do espaço de fase e nada tem a ver com alguma
simetria, dessa forma a contabiliza-se apenas uma vez cada S.
Como exemplo vamos considerar a aplicação do algorítimo de Dirac-Bergmann
no caso da eletrodinâmica de Maxwell livre, definida pela ação
S[A(x)] =
∫
dt
∫
d3x
(
− 1
4
FµνF
µν
)
:=
∫
d4xL(Aµ, ∂νAµ). (2.95)
Através do princípio da mínima ação obtemos as equações de Maxwell no vácuo ex-
pressas em função de Aµ. Esse é um exemplo de um sistema de campos, ou seja, a
dinâmica está associada com infinitos graus de liberdade, Aµ(t, ~x). Portanto, derivadas
da lagrangiana serão denotadas por δL
δAµ(x)
, lembrando:
δAµ(x)
δAν(y)
= δνµδ
3(x− y), δ∂νAµ(x)
δAκ(y)
= δκµ∂νδ
3(x− y). (2.96)
A fim de passarmos para descrição hamiltoniana devemos obter o momento canônica-
mente conjugado a Aµ(t, x) que é obtido por uma generalização de (2.63) para o caso
contínuo8
piµ :=
δL(x)
δ∂0Aµ(y)
= F µ0(x). (2.97)
Naturalmente, pi0 = 0 é um vínculo primário da teoria, devido a propriedade de an-
tisimetria de F µν , por outro lado, pii = F i0 = ∂0Ai − ∂iA0 = −pii9. Isso nos permite
expressar as “velocidades” ∂0Ai = −pii + ∂iA0 que é necessário para obtermos a forma
hamiltoniana. Note que, não podemos inverter para ∂0A0 o que caracteriza a teoria
de Maxwell como uma teoria singular, det W = 0. Assim, a hamiltoniana canônica é
8Como todas as relações, parênteses de Poisson, etc., estão a tempo fixo x0 = t, só as coordenadas
expaciais x estarão explícitas.
9Aqui estamos usando a notação de índices covariantes e contra-variantes levando em consideração
a métrica ηµν = diag(1,−1,−1,−1). Portanto, Aµ = (A0, ~A) e Aµ = ηµνAν = (A0,− ~A).
80
2. Chern-Simons 5D e o modelo tipo-topológico
escrita como,
HC =
∫
d3x
(
piµ∂0Aµ +
1
4
FµνF
µν
)
=
∫
d3x pii(−pii + ∂iA0) + 1
2
Fi0F
i0 +
1
4
FijF
ij
=
∫
d3x
1
2
( ~E2 + ~B2) + ~Ei∂iA0 (2.98)
=
∫
d3x
1
2
( ~E2 + ~B2)− A0~∇ · ~E,
onde fizemos uma integração por partes na última equação. O primeiro termo está
claramente associado a densidade de energia armazenada nos campos ~E e ~B, lembrando
que pii = F i0 = ~Ei e que ~Bi = 1
2
εijkFjk. Portanto, as variáveis canônicas são Ai(x) e
Ei(x), um para para cada ponto do espaço. Os parênteses de Poissson dessas variáveis
canônicas são dados por
{
Aµ(x), pi
ν(y)
}
x0=y0
= δµν δ
3(x− y).
Além disso, o colchête de Poisson associado a duas funções F e G no espaço de fase
(Aµ, pi
µ) assume a forma
{
F (x), G(y)
}
x0=y0
=
(
δF
δAµ
δG
δpiµ
− δG
δAµ
δF
δpiµ
)
δ3(x− y).
Utilizando-se das equações de Hamilton podemos encontrar as equações de mo-
vimento para pi0, notando a presença do termo A0 em 2.98, obtemos
p˙i0 =
{
pi0, HC
}
= ~∇ · ~E := φ2 (2.99)
No entanto, o vínculo primário pi0 deve ser preservado em todo instante. Consequen-
temente, sua evolução temporal deverá anular-se também para consistência da teoria.
Donde resulta o vínculo secundário
φ2 := ~∇ · ~E ≈ 0, (2.100)
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que é a lei de Gauss no vácuo. Esse vínculo implica que a variável canônica Ei não
pode assumir quaisquer valores, mas apenas os valores cuja sua divergência seja nula
a todo instante. Como a condição de estabilidade (2.99) produz um vínculo secun-
dário, o algorítmo de Dirac-Bergmann exige que analisemos a consistência desse novo
vínculo, ou seja, devemos calcular a evolução dinâmica desse vínculo e exigir que seja
nulo. O algorítimo continua até que tenhamos obtido uma evolução identicamente zero
caracterizando a condição de consistência. No caso eletromagnético o processo termina
já na segunda etapa da análise da estabilidade, pois claramente vemos que φ˙2 ≈ 0.
Naturalmente, sabendo que os vínculos de primeira-classe são geradores de simetrias,
como discutido anteriormente, iremos fazer uso dessa estrutura. No entanto, devemos
ser caltelosos pois como estamos trabalhando com um teoria de campos, as expressões
são locais ou mehor são funções dos pontos o que nos leva a ideia de distribuição. A
fim de evitarmos complicações como derivações de distribuições como podem ser vistas
em (2.96) é bom introduzir a ideia de vínculos “ponderados” (smeared). Por exemplo,
G1(η) :=
∫
d3xη(x)pi0, G2(α) :=
∫
d3xα(x)∂iE
i (2.101)
onde η e α é uma função suave e arbitrária das coordenadas do espaço x, de maneira
que a integral seja bem definida. O vínculo ponderado é agora um número o que
torna os cálculos bem mais diretos e melhor definidos. Considerando o parêntese de
Poisson dos vínculos (2.101) com a hamiltoniana, chega-se, com um pouco de álgebra,
à conclusão de que são nulos, o que nos mostra que as órbitas geradas pelos vínculos
deixa a teoria invariante. É de suma importância explorarmos o que essas órbitas tem
as nos dizer. Para tanto, temos
{G1(η), piµ}={∫ d3y η(y)pi0, piµ(x)}= 0,
{G1(η), A0}={∫ d3y η(y)pi0, A0(x)}= −η,
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{G2(α), Ei}= −{∫ d3y∂iαEi, Ei}= 0,
{G2(α), Aj} = −{∫ d3x∂iα(y)Ei, Aj(y)}= ∫ d3x∂iα{Ei(x), Aj(y)}
=
∫
d3x∂iαδ
i
jδ
3(x− y) = ∂iα,
assim, ao longo das órbitas geradas por G1 e G2 os campos eletromagnéticos permanecem
invariantes enquanto o potencial vetor ~A e A0 mudam por o gradiente de uma função
e por uma função arbitrária η, respectivamente. Sabemos da teoria de Maxwell que
o potencial vetor é definido a menos do gradiente de uma função, caracterizando a
invariância de gauge da eletrodinâmica. Vemos que essa mesma estrutura emerge na
análise canônica como uma consequência da presença dos vínculos G1 e G2. Nesse
contexto, a lei de Gauss é chamada de gerador das transformações de gauge espaciais.
Verifica-se de maneira imediata que
{G1,G2}≈ 0, (2.102)
implicando que a teoria de Maxwell apresenta, nesse contexto, apenas vínculos de
primeira-classe.
Os graus de liberdade da teoria são obtidos segundo (2.94). Temos que o espaço
de fase da eletrodinâmica possui dimensão D = 8, temos dois vínculos de primeira-
classe o que implica que o espaço de fase reduzido, ou seja, o espaço de fase físico, onde
se processam os verdadeiros graus de liberdade, será
N = 1
2
(8− 2× 2) = 2.
Deve ficar claro que o tópico de estudos sobre a análise de sistemas vinculados é muito
mais profundo do que está sendo abordado nesssa seção de maneira pragmática e o
leitor é convidado a consultar os textos clássicos para maiores detalhes [78, 93].
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2.4 Análise Canônica do Modelo de Chamseddine
A fim de estudarmos o conteúdo dinâmico da teoria de Chamseddine descrita
na Seção 2.2, bem como identificar os graus de liberdade, iremos aplicar a análise
hamiltoniana à la Dirac [16, 39, 48, 51, 78, 93] que nos possibilitará identificar os
vínculos da teoria e suas clasificações. Para realizarmos uma análise hamiltoniana
iremos assumir que a variedade espaço-temporalM4 admite topologia R× Σ, onde Σ
é uma superfície 3-dimensional tipo-espaço, e iremos decompor a conexão 1-forma em
AABµ dxµ = AABt dt+ AABa dxa, (a = 1, 2, 3). (2.103)
Consequentemente, a ação decompõe-se da seguinte forma
S =
∫
R
∫
Σ
dtd3x
(
laAB(Φ,A)A˙ABa + AABt KAB(Φ,A)
)
(2.104)
onde defimos as quantidades
laAB := εABCDEε
abcFCDbc ΦE, KAB := εABCDEεabcFCDbc DaΦE. (2.105)
Podemos notar ainda que, via o uso da identidade de Bianchi
D[νFρσ] = εµνρσDνFρσ = 0,
pode-se reescrever o termo KAB como uma derivada total de laAB, isto é,
KAB = DalaAB.
A ação (2.104) é de primeira ordem nas derivadas temporais consequentemente
nos leva a uma matriz hessiana de determinante nulo na passagem da lagrangiana para
hamiltoniana, ou seja, uma teoria singular como vimos na seção anterior. Com efeito,
não podemos inverter todos os momentos canonicamente conjugados (2.63) aos campos
dinâmicos, o que caracteriza a presença de vínculos. Em outras palavras, os momentos
canônicos não são todos independentes das velocidades. Nesse caso, existem certas
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relações (vínculos) que conectam as variáveis de momento com os campos dinâmicos
e, naturalmente, produz uma dinâmica que não é univocamente determinada pelas
equações de movimento. Para tanto, devemos fazer uso do mecanismo construído por
Dirac e Bergmann10 para tratar nosso modelo. Nessa seção de análise de vínculos
do modelo de Chamseddine, estaremos seguindo de perto a discussão desenvolvida na
seção anterior.
Como a ação é linear na derivada temporal de AABa e não contém derivada tem-
poral do campo escalar ΦA, calculando os momentos conjugados, obtemos os vínculos
primários11:
φaAB := Π
a
AB − laAB ≈ 0,
φA := Π
Φ
A ≈ 0, (2.106)
φtAB := Π
t
AB ≈ 0.
laBC := −
1
4κ
εABCDEε
abcΦAFDEbc ,
onde ΠaAB, ΠΦA e ΠtAB são os momentos canonicamente conjugados a AABa , ΦA e AABt ,
respectivamente.
ΠtBC :=
δL
δ∂tABCt
= 0,
ΠaBC :=
δL
δ∂tABCa
=
1
4κ
εABCDEε
abcΦAFDEbc ,
ΠA :=
δL
δ∂tΦA
= 0,
10Para um tratamento mais aprofundado do tema uma outra ótima referência é o livro de Kurt
Sundermeyer: Constrained Dynamics.
11Usaremos δT
AB
δTCD
= δABCD = (δ
A
Cδ
B
D − δADδBC ), para TAB = −TBA.
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que são os vínculos primários do modelo. Os parênteses de Poisson canônicos são:
{AABt (x),ΠtCD(y)} = δABCDδ3(x− y),
{AABa (x),ΠbCD(y)} = δbaδABCDδ3(x− y),
{ΦA(x),ΠB(y)} = δABδ3(x− y),
onde δABCD = (δACδBD − δADδBC ). A hamiltoniana canônica é
HC =
∫
Σ
d3x(piq˙
i − L)
=
∫
Σ
d3x(
1
2
ΠaABA˙ABa − L) =
1
2
∫
Σ
d3xABCt DalaBC .
Consequentemente, obtemos a hamiltoniana total acrescentando-se a HC os vínculos
primários
HT = HC +
∫
Σ
λiφi
=
∫
Σ
d3x(
1
2
ABCt DalaBC +
1
2
λBCt φ
t
BC +
1
2
λBCa φ
a
BC + λ
AφA).
Da análise de estabilidade de φtBC temos
φ˙tBC(x) = {φtBC(x), HT}
= −DalaBC =: −KBC ≈ 0,
o que resulta no vínculo secundário KBC . É interessante substituir o vínculo KBC por
KBC → GBC = DaΠaBC + (ΠBΦC − ΠCΦB),
Essa substituição é possível pois as superfícies geradas no espaço de fase por ambos são
equivalentes. O algoritmo de Dirac-Bergmann, posto aqui, nos leva a {GBC , HT} ≈ 0
como é fácil de verificar. Assim podemos ver que a hamiltoniana total HT é completa-
mente vinculada, isto é, ela é composta exclusivamente de vínculos e pode ser escrita
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como
HT =
∫
Σ
d3x(
1
2
ABCt GBC +
1
2
λBCt φ
t
BC +
1
2
λBCa φ
a
BC + λ
AφA). (2.107)
onde
φtBC := Π
t
BC ≈ 0,
φaBC := Π
a
BC − laBC ≈ 0, (2.108)
φA := ΠA ≈ 0,
GBC := DaΠaBC + (ΠBΦC − ΠCΦB).
Escrevendo-os na forma “ponderada” temos
φ1() :=
1
2
∫
d3z AB(z)φtAB(z), φ2(η) :=
1
2
∫
d3z ηABa (z)φ
a
AB(z),
φ3(ζ) :=
∫
d3z ζA(z)φA(z), φ4(ξ) :=
1
2
∫
d3z ξAB(z)GAB(z).
Portanto, a hamiltoniana total assume a forma
HT = φ4(ξ) + φ1() + φ2(η) + φ3(ζ). (2.109)
A redefinição do vínculo KBC por GBC foi conveniente pois estes são os geradores das
transformações de gauge, como podemos ver abaixo,
δAABa =
{
AABa ,
∫
Σ
CDGCD
}
= −DaAB
δΦA =
{
ΦA,
∫
Σ
BCGBC
}
= A BΦ
B (2.110)
Segue das definições acima que GAB é um vínculo de primeira-classe, ou seja,
os parênteses de Poisson com todos os demais vínculos ou são fracamente zero ou uma
combinação linear de outros vínculos. A álgebra completa dos colchêtes de Poisson dos
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demais vínculos é12
{φ1(), φα(ξ)} ≈ 0, (α = 1, 2, 3, 4)
{φ4(), φ4(ξ)} ≈ 1
2
∫
d3z [, ξ]ABφ4AB = φ4([, ξ]),
{φ4(), φ3(ξ)} ≈
∫
d3z B Aξ
Aφ3B =
∫
d3 z[, ξ]Bφ3B = φ3([, ξ]),
{φ4(), φ2(ξ)} ≈ 1
2
∫
d3z
(
{φ4(),ΦaBC}ξBCa −
1
4κ
εABCDEε
abc{φ4(),ΦAFDEbc }ξBCa
)
≈ 1
2
∫
d3z
(
[, ξa]
BCΠaBC −
1
4κ
εABCDEε
abc(−[,Φ]AξBCa FDEbc + [,Φ]AξBCa FDEbc
+ΦA[, ξa]
BCFDEbc )
)
=
1
2
∫
d3z [, ξa]
BC(ΠaBC + l
a
BC)
≈ φ2([, ξ]),
{φ3(), φ3(ξ)} ≈ 0,
{φ3(), φ2(ξ)} ≈ 1
8κ
∫
d3z εABCDEε
abcAξBCa FDEbc ,
{φ2(), φ2(ξ)} ≈ − 1
4κ
∫
d3z εABCDEε
abcABa ξ
CD
b DcΦE.
2.4.1 Estabilidade e Graus de Liberdade
Vimos que os vínculos GAB são de primeira-classe. A fim de investigarmos a
natureza dos vínculos φaAB e φA, devemos considerar a matriz Ωαβ(x, y) formada pelos
parêntes de Poisson desses vínculos, onde α, β denotam os índices (A,B, a), que surgem
na análise da estabilidade. Devemos ter cuidado pois Ωαβ é, de fato uma matriz infinita,
de modo que devemos analisá-la localmente. Como a hamiltoniana total é uma soma
de vínculos
HT = λˆ
αφα, (α = (A,B, a), (AB), etc),
onde subentende-se a convenção de De Witt, ou seja, XαYα =
∑
α
∫
d3xXα(~x)Yα(~x).
A evolução dinâmica dos vínculos
φ˙α = {φα, HT}
= Ωαβλˆ
β ≈ 0, onde Ωαβ = {φα, φβ} (2.111)
12Definindo: [.., ξ.]A = ABξB
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Sendo Ω(x, y) uma matriz infinita, para podermos extrair informação do seu rank
devemos definí-la de modo mais preciso, isto é,
Ωαβ(x, y) = ωαβδ
3(x− y).
Nesse caso, passamos a informação da estrutura matricial para a matriz finita ωαβ e
assim podemos definir o rank de Ω localmente. Seja r = rank(ω), podemos dividir a
matriz ω e o vetor λˆ da seguinte forma
λˆ =
 µi
νa

e
ω =
 Pij Qia
−Qt Rab

onde i = 1, ..., r, a = r+ 1, ..., A e, onde dimP = rank(ω), P sendo invertível, ou seja,
detP 6= 0. Consequentemente, a dimensão de P nos informará sobre os vínculos de
segunda-classe, isto é, φi(i = 1, ..., r) são os vínculos de segunda-classe. Dessa forma,
(2.111) produz as seguintes equações
Pµ+Qν = 0; −Qtµ+Rν = 0
Resolvendo em componentes para µ obtemos
µi = −
(
P−1Q
)
i
aνa;
(
QtP−1Q+R︸ ︷︷ ︸
≡0
)
ν = 0, (2.112)
onde QtP−1Q + R ≡ 0 segue, naturalmente, pois como os µ’s são arbitrários e sendo
escritos como função dos ν’s. Com efeito, temos que os νa são também completamente
arbitrários e, de fato, serão associados a simetria de gauge assim como vimos na descri-
ção do algoritmo de Dirac-Bergmann. Dessa forma, a hamiltoniana total terá funções
completamente arbitrárias e assume a forma
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HT = νaφ
a − (P−1Q)
i
aνaφ
i
= νaφˆ
a ; φˆa := φa − φi(P−1Q)
i
a,
onde a redefinição φ → φˆ é, de fato, uma mudança de base. Os φˆ são os vínculos de
primeira-classe, isto é, {
φˆa, φˆb
}
≈ 0,
{
φˆa, φi
}
≈ 0 (2.113)
Demonstração:
{
φˆa, φˆb
}
=
{
φa − φi(P−1Q)
i
a, φb − φj(P−1Q)
j
b
}
=
{
φa, φb
}− {φa, φj(P−1Q)
j
b
}
− {φi(P−1Q)
i
a, φb
}
+
+
{
φi
(
P−1Q
)
i
a, φj
(
P−1Q
)
j
b
}
=
{
φa, φb
}− {φa, φj} (P−1Q)
j
b − {φi, φb} (P−1Q)
i
a +
+
{
φi, φj
} (
P−1Q
)
i
a
(
P−1Q
)
j
b.
= Rab − (Qt)aj(P−1Q)
j
b − Qib︸︷︷︸(P−1Q)i a + P ij(P−1Q)i a(P−1Q)j b.
= Rab − (QtP−1Q)ab − (QtP−1Q)ba − (PP−1︸ ︷︷ ︸
1
Q
)ja(
P−1Q
)
j
b.
= Rab − (QtP−1Q)ab − (QtP−1Q)ba + (QtP−1Q)ab.
Lembrando que, QtP−1Q + R = 0, obtemos o primeiro resultado de (2.113). A
demonstração do segundo resultado segue de maneira análoga
{
φˆa, φi
}
≈ {φa − φj(P−1Q)j a, φi}
≈ Ωai − (P−1Q)j aΩji
≈ −Qtai + Pi j(P−1Q)j a
≈ 0 2.
A natureza dos vínculos φα é determinada pela equação de autovalor (2.111).
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Como vimos acima, segue-se que algumas combinações lineares de φα são de primeira-
classe, portanto, a matriz não é invertível na superfície gerada pelos vínculos no espaço
de fase. Entretanto, existe uma submatriz de dimensão igual ao rank de Ω invertível,
logo nem todos os φ′s são de primeira-classe. Em outras palavras, a determinação do
rank de Ω nos dará a quantidade exata de vínculos de segunda-classe e consequen-
temente os de primeira. De fato, estamos interessados nas soluções não-triviais de
(2.111), ou seja, será que existe soluções não-triviais para λˆ ? Se formos capazes de en-
contrar λˆ estaremos encontrando os multiplicadores de Lagrange de modo a satisfazer
a condição de estabilidade dos vínculos e teremos uma ideia do número de vínculos de
primeira-classe. Aplicando os resultados obtidos acima no caso do modelo de Cham-
seddine, podemos obter os autovetores nulos (modo-0) λˆβ de Ωαβ associados a equação
de autovalor. Lembrando que
ΩabAB,CD := {φaAB, φbCD} = −2εABCDEεabcDcΦE,
ΩaAB,C := {φaAB, φC} = εABCDEεabcFDEbc ,
e
ΩAB := {φA, φB} = 0.
Portanto, a equação de autovalor (2.111) assume a seguinte forma
Ωαβλˆβ =
 ΩabAB,CD ΩaAB,F
−ΩbCD,E 0
 λˆCDb
λˆF
 = 0.
Naturalmente, temos o seguinte conjunto de equações
−ΩbCD,EλˆCD(l)b = εABCDEεabcFABbc λˆCD(l)a ≈ 0, (2.114)
ΩabAB,CDλˆ
CD
(l)b + Ω
a
AB,F λˆ
F
(l) = εABCDEε
abc
(
2λˆCD(l)bDcΦ
E + FCDbc λˆE(l)
)
≈ 0. (2.115)
Temos que (2.114) adimite três soluções λˆCD(l)a = FCDla , com l = 1, 2, 3. Substituindo em
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(2.115), obtemos que λˆE(l) = DlΦ
E, que é, de fato, uma consequência da identidade
εABCDEε
abc
(
2FCDlb DcΦE + FCDbc DlΦE
)
= δalKAB ≈ 0. (2.116)
Consequentemente, a matriz Ω, de dimensão 35, possui no mínimo três autove-
tores nulos: λˆ(l)β =
(
FCDla , DlΦE
)
que correspondem a vínculos de primeira classe. Que
são dados explicitamente por
Ha = φ
b
ABFABab +DaΦAφA, (2.117)
os quais são responsáveis por gerar os difeomorfismos espaciais “melhorados” (improved)
que iremos definir a seguir. A ação do nosso modelo, além da invariância de gauge
associada ao grupo de simetria local, admite invariância sob difeomorfismos em relação
a um parâmetro ηµ: δηAABµ = £ηAABµ e δηΦA = £ηΦA, que pode ser representada por:
δηA = iηdA+ d(iηA)
= iηF− iηA2 + d(iηA)
= iηF+ δ(iηA)A.
Portanto, define-se os difeomorfismos melhorados como diferindo dos difeomorfismo
por uma transformação de gauge com parâmetro  := iηA, ou seja,
δIAABµ = ηνFABνµ , δIΦA = ηµDµΦA. (2.118)
Verificamos que (2.117) é o gerador dos difeomorfismos espaciais melhorados
δAABa :=
{
AABa ,
∫
Σ
Hbη
b
}
= ηbFABba , (2.119)
δΦA :=
{
ΦA,
∫
Σ
Hbη
b
}
= ηbDbΦ
A. (2.120)
Assim, os vínculos de primeira-classe deveriam ser apenas GAB = 0 e Ha = 0, se a
teoria fosse genérica[77] como veremos adiante, implicando que o vínculo associado ao
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gerador dos difeomorfismos temporais não é independente, ou seja, é consequência dos
demais vínculos. Se fosse esse o caso, o vínculo escalar hamiltoniano seria evitado e uma
quantização via laços seria mais simples e seguiria os passos dos trabalhos [70, 71, 72].
Podemos verificar esse fato explicitamente escrevendo a atuação dos difeomorfismos
temporais com a seguinte parametrização: η = (η0, 0, 0, 0)
δηAABµ = η0FABtµ +Dµ(η0AABt )
e
δηΦ
A = η0DtΦ
A − η0AAt BΦB. (2.121)
Os modos-0 de Ω :
(
FABab , DaΦA
)
:= λˆα, e as equações de movimento
1
2
ΩbAB,
c
CD FCDtc + ΩbAB,C ΦC
∗
= 0,
1
2
ΩcA,BC FBCtc
∗
= 0 (2.122)
isto é, a validade é assegurada on-shell. Portanto,
(
FCDtc , DtΦC
)
= modo− 0 := Wˆt = ξαVˆα
⇒
δη
(
AABµ ,ΦA
)
= η0ξαVˆα = δξ
(
AABµ ,ΦA
)
, (2.123)
que é um difeomorfismo melhorado com o parâmtero dado por ξ = (0, η0ξa). Contudo,
para nos certificarmos do número de vínculos de primeira-classe é fundamental que
calculemos o rank da matriz Ω.
2.4.2 Teorias Genéricas e Contagem dos Graus de Liberdade
Iremos agora analisar o conceito de teoria genérica em modelos tipo-topológicos
e fazer a contagem dos graus de liberdade propagados pelo modelo. O conceito de
generalidade (genericallity) foi introduzido em [77] e é de grande relevância para a
quantização na representação de laços de teorias (tipo-) topológicas. Na série de traba-
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lhos [70, 71, 72], estudou-se a quantização de laços em teorias topológicas em dimensões
mais baixas. Portanto, no nosso caso, temos de analisar se o modelo de Chamseddine
é compatível com a seguinte
Definição 2.4.1 Dizemos que a teoria é genérica, quando ela satisfaz a seguinte con-
dição: as transformações de gauge e os difeomorfismos espaciais formam uma base
para todos os vínculos de primeira-classe da teoria.
Essa é uma generalização da definição original dada em [77]. Além disso, se a teoria é
genérica, com n sendo a dimensão da base dos vínculos de primeira-classe, então existem
n soluções não-triviais da equação (2.111), digamos λˆl (l = 1, ..., n). Isso implica que
a matriz Ω de dimensão N tenha rank máximo (rmáx) compatível com a definição de
generalidade acima. Em outras palavras, o número de vínculos de segunda-classe (rank
(ω) = r) será
rank(ω) = N − n := rmáx, (2.124)
que será nossa definição de rank máximo.
O significado físico dessa condição algébrica que define o conceito de generali-
dade é bem objetivo. Essas condições, simplesmente expressam que as transformações
de gauge (2.32) e os difeomorfismos melhorados (2.118) são independentes e que não
existem outros vínculos de primeira-classe entre os φ’s além de GAB e Ha. Essa condi-
ção é importante para a proposta de quantização na representação de laços pois garante
que a invariância sob os difeomorfismos temporais não é independente daquela sob os
difeomorfismos espaciais e das demais simetrias de gauge. Em outras palavras, os di-
feomorfismos temporais podem ser escritos em termos dos difeomorfismos espaciais e
das transformações de gauge internas, o que facilita muito a aplicação das técnicas de
quantização via laços pois nesse caso o vínculo hamiltoniano ou escalar é consequência
dos demais. Com efeito, algumas perguntas surgem naturalmente:
• Será que o modelo de Chamseddine caracteriza-se pela condição de generalidade?
• Qual o rank(ω) e o número de graus de liberdade que são propagados pelo modelo?
Portanto, podemos calcular facilmente qual seria o rank máximo de ω, lem-
brando que o rank dessa matriz nos fornece o número de vínculos de segunda-classe.
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Assim, como a matriz ω possui dimensão 35 e, só temos 3 vínculos de primeira classe
associados a Ha, o rank máximo seria
rmax = 35− 3 ⇒ rank(ω)
∣∣
max = 32.
Para que nosso modelo seja genérico deveríamos encontrar o rank(ω) = rmax = 32.
Contudo, calculamos o rank dessa matriz, via um programa feito no Mathematica,
donde obtemos
rank(ω) = 26 < rmax.
Consequentemente, não temos um modelo genérico, o que significa que existem mais
vínculos de primeira-classe que os GAB e Ha que ainda não fomos capazes de identificar.
Na verdade, é possível saber o número de vínculos de primeira-classe # F0 que ainda
estão faltando: o número total de vínculos é n = 55, o rank r = 26 e GAB e Ha somam
F = 23 logo:
#F0 = (n− r)− F = 6,
ou seja, ainda existem 6 vínculos de primeira-classe que precisam ser identificados e
analisados.
Portanto, precisamos diagonalizar a matriz ω em blocos de maneira a identificar
uma submatriz, digamos ω1 de dimensão 26 que comporte, de fato, todos os vínculos
de segunda-classe. Em outras palavras, devemos ser capazes de separar por completo
os vínculos de primeira e segunda-classe. Além disso, precisamos buscar por uma
interpretação física do que poderia ser essas novas simetrias associadas aos vínculos de
primeira-classe que ainda não identificamos. Essa é uma tarefa árdua que necessita
ser feita a fim de se buscar uma possível quantização de laços do modelo. Embora no
trabalho [104] uma análise canônica tenha sido feita, levando-se em consideração o caso
genérico, não foi calculado explicitamente o valor do rank que é capaz de demonstrar
a não-generalidade do modelo de Chamseddine.
Finalmente, a contagem dos graus de liberdade da teoria é feita ao computarmos
a dimensão do espaço de fase reduzido. Para tanto, temos que o número total de
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vínculos do modelo é n = 55, distribuídos como se segue:
φtAB → 10 φaAB → 30
φA → 5 GAB → 10.
O espaço de fase (Γ) é formado pelas variáveis dinâmicas (AABµ ,ΦA) e seus momentos
canonicamente conjugados. Levando-se em conta as simetrias da conexão, verifica-se
que a dimensão do espaço de fase é N = 90. O número de vínculos de segunda-classe S
= r, naturalmente, o número de vínculos de primeira-classe será F = n− r. Portanto,
a dimensão do espaço de fase reduzido que nos dará informação sobre a contagem dos
graus de liberdade é dado por (2.94) e assim:
N = 1
2
(
N − r − 2(n− r))
=
r
2
− 10,
como r = 26, segue que N = 3. Dessa forma, a análise canônica nos mostra que o
número de graus de liberdade da teoria é 3: isso corresponde aos dois graus de liberdade
propagados pelo campo gravitacional mais um correspondendo ao campo escalar tipo
diláton Φ4 - o parâmetro de acoplamento de Newton G(x).
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Capítulo 3
Consequências Físicas do Modelo
3.1 Aproximação Linear e Ondas Gravitacionais
A fim de investigar o limite newtoniano do modelo de Chamseddine ou ainda
olhar para a presença de soluções tipo ondas gravitacionais no vácuo, realiza-se uma
linearização do modelo, de maneira que dividiremos as variáveis dinâmicas do modelo
entre as variáveis de fundo, que serão marcadas com um superescrito “˚ ”, e as variáveis
de perturbação. A tarefa consiste em fazer perturbações em torno desse fundo fixo.
Em princípio, podemos considerar qualquer tipo de espaço curvo como sendo o fundo.
Contudo, os campos deverão ser descritos da seguinte forma
ωIJ = ω˚IJ + aIJ , eI = e˚I + hI , G = G˚+ φ, (3.1)
onde ω˚, e˚ e G˚ são a conexão, o vierbein e o campo escalar (função de Newton), respec-
tivamente, descrevendo o fundo. A menos de termos de ordens mais altas que um na
perturbação, a curvatura R = dω + ω2 e a torção T I = DeI assumem a forma
RIJ = R˚IJ + D˚aIJ , T I = T˚ + D˚h+ aI J ∧ e˚J ,
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onde D˚ é a derivada covariante correspondendo a conexão de fundo ω˚. Dessa forma,
aplicando esse divisão nos campos, FIJ torna-se
FIJ = R˚IJ − Λ
3
e˚I ∧ e˚J︸ ︷︷ ︸
fundo
+ D˚aIJ − Λ
3
e˚I ∧ hJ − Λ
3
hI ∧ e˚J︸ ︷︷ ︸
perturbação
(3.2)
Além disso, o fundo considerado aqui é um espaço-tempo de curvatura constante, de
de Sitter, solução da equação
F˚IJ = R˚IJ − Λ
3
e˚I ∧ e˚J = 0.
Então: FIJ = F IJ = D˚aIJ − Λ
3
e˚I ∧ hJ − Λ
3
hI ∧ e˚J(+ordens > 1) e a ação do modelo
lê-se
Spert =
∫
εI J K LF IJ ∧ FKLG˚+ Smatéria. (3.3)
Iremos assumir que a ordem zero do parâmetro de Newton G˚ é uma constante diferente
de zero denotada por G0 e interpretada como a constante de Newton no momento
presente, que tem uma dinâmica ao longo evolução cósmica.
Fazendo-se a variação da ação (3.3) a respeito de hI , aIJ e φ, obtemos as equações
de movimento em primeira ordem
εI J K Le˚
K ∧ F IJ = −8piG0TI , (3.4)
εI J K LG0e˚
K ∧
(
D˚hI + aI J e˚
J
)
= 0,
0 = 0
Note que a terceira equação é trivial na primeira ordem. A torção em ordem zero é
nula: T˚ = 0, pois nosso vácuo é o espaço-tempo de de Sitter cuja torção é, de fato,
nula. A primeira equação de movimento nos mostra que a energia-momentum 3-forma
TI deve ser considerada como primeira ordem. Além disso, a segunda equação nos
mostra que a torção é nula também em primeira ordem:
D˚hI + aI J ∧ e˚J = 0.
98
3. Aproximação Linear e Soluções Cosmológicas
Consequentemente, ficamos com as primeiras equações de campo (3.4), onde a pertur-
bação da conexão em primeira ordem aIJ deverá ser resolvida em termos das perturba-
ções do vierbein hIµ e suas derivadas de acordo com a condição de torção nula. Dessa
forma, vemos que o modelo de Chamseddine, no limite linear, tendo como fundo fixo o
espaço-tempo de de Sitter, assume o mesmo conteúdo físico e dinâmico que as equações
de Einstein da relatividade geral com constante cosmológica.
Podemos mostrar que o conteúdo da equação (3.3) é o mesmo que o do regime
linear da ação de Palatini com constante cosmológica. Em outras palavras, pode-
mos partir da ação de Palatini com constante cosmológica, que abarca o conteúdo de
Einstein mais constante cosmológica, fazer uma linearização e mostrar que obtemos as
mesmas equações de movimento. Assim,
S = κ
∫
εIJKL
(
eI ∧ eJ ∧RKL − Λ
6
eI ∧ eJ ∧ eK ∧ eL)+ Smatéria,
introduzindo eI = e˚I + hI e ωIJ = ω˚IJ + aIJ na ação, obtemos
S = κ
∫
εIJKL
(˚
eI ∧ e˚J ∧ R˚KL − Λ
6
e˚I ∧ e˚J ∧ e˚K ∧ e˚L)+
+κ
∫
εIJKL
(˚
eI ∧ e˚J ∧ D˚aKL + e˚I ∧ hJ ∧ D˚aKL + 2hI ∧ e˚J ∧ R˚KL +
−2
3
Λe˚I ∧ e˚J ∧ hK ∧ hL − 2
3
Λe˚I ∧ e˚J ∧ e˚K ∧ hL)+ Smatéria.
Como estamos considerando perturbações em torno do fundo de Sitter (Λ > 0)
a curvatura de Riemann 2-forma é dada R˚IJ =
Λ
3
e˚I ∧ e˚J e a ação lê-se
Spert = κ
∫
εIJKL
(˚
eI ∧ e˚J ∧ D˚aKL + e˚I ∧ hJ ∧ D˚aKL +
−2
3
Λe˚I ∧ e˚J ∧ hK ∧ hL)+ Smatéria. (3.5)
Através da variação da ação (3.5) em relação ao vierbein perturbado (δSpert/δhL)
obtemos as seguintes equações de movimento.
εIJKLe˚
J ∧
(
D˚aKL − Λ
3
(˚
eK ∧ hL − e˚L ∧ hK)) = −8piGTI , (3.6)
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que são as mesmas equações de movimento obtidas no regime linear de Chamseddine
descritos na equação (3.4). Uma primeira implicação é que a teoria admite um limite
newtoniano assim como as equações de Einstein. Uma segunda implicação é a existên-
cia de solução de ondas gravitacionais mesmo com constante cosmológica. Com efeito,
como no regime linear o modelo de Chamseddine coincide com Einstein com constante
cosmológica, podemos nos basear nos resultados descritos de maneira extensa nos tra-
balhos feitos em [5, 55, 56], onde está mostrado que, além da solução de curvatura
constante, existe, de fato, propagação de soluções tipo ondas. Nos referimos aos artigo
deles para mais detalhes e no Apêndice 3 da tese.
3.2 Soluções Cosmológicas
Existem dois aspectos na cosmologia hoje que a torna mais encantadora do que
nunca. Primeiro, existe uma quantidade enorme de dados e observações acuradas [86,
92] abrangendo um espectro das várias escalas de aplicabilidade das leis da Natureza.
O outro aspecto da cosmologia moderna, que a distingue das tentativas anteriores
de se compreender o universo, é o fato de termos desenvolvido um arcabouço teórico
que concorda quantitativamente, de maneira espetacular, com os dados. Essas duas
características formam a base para o entusiasmo despendido na Cosmologia Moderna.
Temos uma teoria que faz predições e estas podem ser testadas.
A partir da formulação einsteiniana da gravitação, uma das consequências ime-
diatas das lições conceituais trazidas é a de que o espaço-tempo, ao contrário do que se
imaginavam, é uma entidade dinâmica e “flexível”. O espaço-tempo ganha o status de
um campo dinâmico capaz de se curvar e de interagir na presença de matéria-energia.
A gravitação seria interpretada como a capacidade “elástica” do espaço-tempo, e sua
dinâmica regidas pelas equações de campo da relatividade geral.
Na década de 1920, o matemático russo Alexander Friedmann (Para uma bela
introdução aos desenvolvimentos de Friedmann consulte [57]) e o padre e astrônomo
belga Lemaître analisaram, independentemente, as implicações das equações de Eins-
tein ao universo como um todo e obtiveram algo que revolucionou e trouxe grande
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precisão a nova era das ciências cosmológicas. Assim como a gravitação da Terra opera
sobre uma pedra, lançada para o alto que, ou estará sempre subindo, ou estará des-
cendo, mas nunca parada (exceto no exato momento em que ela alcança sua altura
máxima), Friedmann e Lemaître perceberam que o mesmo acontece com a matéria e
radiação espalhadas por todo o universo. Com efeito, teríamos que o tecido do espaço
ou tem de estar se expandindo ou se contraíndo mas não pode estar parado e inerte.
Eles obtiveram equações que governariam a evolução do universo a partir das equações
de Einstein que não se diferenciam muito do movimento de uma pedra sendo lançada
para cima.
Apresento aqui uma situação física bem heurística e ilustrativa [31] que nos leva
a ter uma intuição física por trás da descrição da cosmlógica de Friedmann. O modelo
é bem simples e realístico. No contexto da física newtoniana, consideremos um uni-
verso formado por uma distribuição esférica de galáxias. Assumindo que essas galáxias
distribuem-se de maneira uniforme no espaço e mantêm-se uniformimente distribuí-
das no decorrer do tempo. Seja ρ(t) a densidade, tempo-dependente, de galáxias no
universo e que elas se atraem gravitacionalmente. Seja O o centro dessa distribuição
e O′ uma galáxia, digamos a nossa, a uma distância r(t) do centro. Como já é bem
conhecido, pelo teorema das cascas de Newton e a lei de Gauss, a força gravitacional
em O′ devido as galáxias fora da esfera de raio r(t) é nula. A força gravitacional no
interior dessa superfície esférica, segundo o teorema, é a mesma que se considerássemos
toda a massa concentrada no centro O. Com efeito, a força gravitacional percebida em
O′ é
d2r(t)
dt2
= −4piG
3
r(t)ρ(t). (3.7)
Considerando que a densidade permanece espacialmente constante, ou seja, toda a
variação temporal é incorporada no nosso fator de escala r(t), isto é, ela se escala
uniformemente com r−3. Assim, ρ(t) = ρ0r−3(t), onde ρ0 é uma constante associada
a densidade quando r(t) = 1, ou seja, o fator de escala r(t) é normalizado de maneira
que, no tempo presente, tenhamos por definição r(t) = 1. Naturalmente, temos
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r¨ = −4pi
3
ρ0
1
r2
, (3.8)
que representa o correspondente newtoniano das equações cosmológicas de Friedmann
[109]. O mais interessante que são as mesmas equações obtidas considerando-se a
relatividade geral no caso de curvatura espacial nula.
Essa “plasticidade” do espaço-tempo nos fornece as chaves para a interpretação
da descoberta de Hubble [73]. Em vez da interpretação antropocêntrica do movimento
centrífugo das galáxias através de uma versão cósmica da explosão, a relatividade geral
nos fornece um novo paradigma, durante bilhões de anos o espaço está se expandindo.
Nesse processo de expansão, ele leva as galáxias a separar-se cada vez mais umas
das outras. Portanto, a origem do movimento de recessão das galáxias não é uma
explosão que aconteceu num certo lugar no espaço, como muitos indoutos acreditam,
ao contrário, deriva-se da expansão do próprio espaço.
Se o universo está se expandindo, obviamente que ele era menor no passado
(Mais precisamente, as galáxias eram mais próximas umas das outras e o Universo era
mais denso e consequentemente mais quente). Usando as equações da Relatividade
Geral, e algumas hipóteses sobre os tipos de matéria que compõe o Universo, é possível
rebobinar o filme cósmico para reconstruírmos o passado histórico do cosmos. Even-
tualmente - algo em torno de 14 bilhões de anos atrás, de acordo com nossas melhores
estimativas- podemos atingir um momento de densidade infinita e consequentemente
de curvatura infinita. Essa singularidade é popularmente conhecida como Big Bang.
O modelo ΛCDM (Lambda-Cold Dark Matter), o qual é hoje o chamado modelo
padrão da cosmologia, assume que a evolução dinâmica do universo seja regida pelas
equações do modelo cosmológico de Friedmann-Robertson-Walker-Lemaître (FRWL),
também conhecido como a cosmologia do Big Bang. Os ingredientes fundamentais
nesse modelo são:
• Simetria. Espaço-tempo é descrito como uma variedade diferenciável sem torção
que localmente apresenta simetria sob o grupo de Lorentz SO(1, 3).
• Dinâmica. Através do princípio variacional, aplicado à ação de Einstein-Hilbert
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com constante cosmológica,
SEH[g] =
1
16piG
∫
M
d4x
√−g(R− 2Λ)+ Smatéria,
chega-se às equações e campo de Einstein,
Rµν − 1
2
R− Λgµν = 8piGTµν , Tµν := δSmatéria
δgµν
. (3.9)
• Princípio Cosmológico. A métrica do espaço-tempo é solução do sistema de
equações de Einstein e este é por hipótese globalmente hiperbólico1. Além disso,
o espaço-tempo quando observado em escalas acima de 100 Mpc2 admite uma
estrutura de folheações em superfícies 3-dimensionais, do tipo-espaço, que são
supostamente homogêneas e isotrópicas.
Assume-se também que a matéria é descrita como um fluído perfeito de densidade ρ(t)
e pressão p(t).
Com essas hipóteses sobre a evolução do universo as equações (3.9) reduzem-se
as equações de Friedmann mais gerais
H2 =
8pi
3
ρ+
Λ
3
− k
a2
, (3.10)
2H˙ + 3H2 = −8piGp,
onde a é o fator de escala, H = a˙/a é o parâmetro de Hubble e, k = 1, 0,−1 nos
informa sobre a geometria espacial para universo fechado ( k = 1, curvatura espacial
positiva), espacialmente plano (k = 0), e universo aberto ( k = −1, curvatura espacial
negativa), respectivamente. A métrica é a métrica de FRWL dada por
ds2 = −dt2 + a2(t)[ dr
2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2], (3.11)
1Essa hipótese de um espaço-tempo globalmente hiperbólico nos possibilita a descrição da RG
como um problema de Cauchy, ou seja, um problema de valor inicial[114].
2A unidade de medida tradicionalmente utilizada em astronomia é o parsec (pc), cuja definição
está associada à distância de uma estrela que possui um paralaxe de um arco de segundo para uma
linha de base igual à distância entre a Terra e o Sol (chamada de AU, unidade astronômica). Assim
1 pc = (1′′ em radianos)−1 × AU = 3.1 × 1016 m = 3.26 anos-luz.
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As duas equações de Friedmann (3.10) combinadas, no caso de um fluído perfeito, pode
ser substituída pela equação de continuidade
d
dt
(
ρa3
)
+ p
d
dt
(a3) = 0. (3.12)
A fim de se comparar a magnitude dos três termos do lado direito da equação
(3.10) podemos dividir toda a equação pelo parâmetro de Hubble ao quadrado e definir
Ωm :=
8piGρ
3H2
, ΩΛ :=
Λ
3H2
, Ωk := − k
a2H2
, (3.13)
tal que
Ωm + ΩΛ + Ωk = 1. (3.14)
Evidências observacionais da radiação cósmica de fundo (CMB) [86] apontam para um
universo com geometria espacial plana, ou seja, k = 0, o que implica Ωm +ΩΛ ∼ 1. Po-
deríamos também levar em consideração o fator da radiação Ωradiação que nos primórdios
da evolução cósmica (na era cosmológica chamada de radiation-dominated in ultra-hot
matter) era dominante no universo. Dessa forma, a matéria-energia era basicamente
composta de radiação, devido as altas temperaturas, e se escalava com ρradiação ∼ 1
a4
.
Contudo, sua contribuição no tempo presente é negligenciável Ωradiação(t0) ∼ 0 e, de
acordo com o modelo ΛCDM,
Ωm = Ωbariônica + Ωmatéria escura (3.15)
e as observações nos indicam que, atualmente,
Ωbariônica ∼ 0.0227± 0.0006,
ΩΛ ∼ 0.74± 0.03. (3.16)
Portanto, ΩΛ representando a “energia escura” é basicamente 30 vezes maior que a
matéria escura observada. Esses são os fatos observados [49, 92].
O desafio tem sido trazer um conteúdo teórico que possa abarcar e interpretar,
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de maneira matematicamente precisa, essas observações e esses novos efeitos. O modelo
ΛCDM que é amplamente aceito pela comunidade científica, exibe uma tentativa de se
explicar esses efeitos considerando o universo com geometria espacial plana e contendo
apenas dois componentes que competem na evolução cósmica: matéria (bariônica e
escura) como definidas em (3.2) sem pressão e a constante cosmológica que atribui
à energia escura a responsabilidade pela expansão acelerada do universo. Modelos
alternativos tem sido propostos que levam em conta modificações da ação de Einstein-
Hilbert substituíndo-a por alguma densidade escalar que seja uma função arbitrária
da curvatura e da torção e/ou apenas levando-se em consideração apenas potências do
escalar de curvatura nos chamados modelos f(R)3[8, 102].
3.2.1 Homogeneidade e isotropia
A fim de explorar o conteúdo físico do modelo de Chamseddine, buscaremos
nessa seção por soluções cosmológicas para compará-las com os resultados do modelo
ΛCDM [92] descrito na sub-seção precedente. Estaremos analisando as soluções das
equações de campo (2.53) considerando-se que o espaço-tempo possa ser folheado atra-
vés de uma família de superfícies 3-dimensionais do tipo espaço, seguindo os requisitos
do Princípio Cosmológico que foram especificados na seção anterior. A métrica que des-
creve a cosmologia do Big Bang é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker-Lamaître
(FRWL), dada por
ds2 = −dt2 + a2(t)[ dr
2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2],
dependendo do fator de escala a(t) e do parâmetro de curvatura espacial k = 0,±1. As
coordenadas do espaço-tempo são a coordenada temporal t e a parte espacial descritas
3Esses modelos f(R) tem sido estudados e trazem, de certa forma, graus de liberdade novos em
relação a RG usual. De fato, leva-se toda a discussão das observações e hipóteses de existência de
matéria e energia escura a uma reformulação da dinâmica do espaço-tempo. Entretanto, um problema
sério enfrentado é sua incapacidade, até o momento, de obter um princípio preciso através do qual
essa função f(R) possa ser obtida. Esse é um desafio muito complexo pois existe uma infinidade
de parâmetros arbitrários que poderiam produzir a mesma dinâmica. Com efeito, a escolha desses
parâmetros que é feita nos modelos f(R) a fim de “fitar” com os dados observacionais, e não sua
predição teórica, parece ser algo pouco razoável.
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em coordenadas esféricas r, θ, ϕ. A métrica de FRWL admite seis isometrias geradas
por seis vetores de Killing associados com as três invarinâncias sob translações espaciais
ξ(a) e três rotações ξ[ab] tais que
ξ(a) =
√
1− kr2∂a, ξ[ab] = xa∂b − xb∂a. (3.17)
Assumiremos que a torção e o campo escalar (o parâmetro de Newton G) possuem as
mesmas isometrias geradas que a métrica, isto é, £Tαµν = 0 e £G = 0, onde £ denota
a derivada de Lie correspondendo aos seis vetores 3.17. Essas condições implicam que
G = G(t) e após resolver as equações diferenciais da derivada de Lie, chega-se que as
componentes não nulas da torção como definida em (1.44) são
T rθϕ = 2f(t)a(t)r
2
√
1− kr2 sin θ, Tϕrθ = 2f(t)a(t)√
1− kr2 sin θ ,
Tϕrθ = −2f(t)a(t) sin θ√
1− kr2 , T
r
rt = T
θ
θt = T
ϕ
ϕt = h(t)
onde f(t) e h(t) são funções arbitrárias do tempo a serem determinadas pelas equações
de movimento. Trabalhando no formalismo de primeira-ordem, podemos escolher uma
parametrização diagonal4 para o vierbein5,
e0 = dt, e1 =
a(t)√
1− kr2dr,
e2 = a(t)rdθ, e3 = a(t)r sin θdϕ
Nessa base os elementos da torção 2-forma T I = 1
2
eIαT
α
µνdx
µ∧dxν podem ser calculados.
A componente T 0 é dada por
T 0 =
1
2
e0tT
t
µνdx
µ ∧ dxν = 0,
4Essa parametrização é sempre possível, via uma fixação de gauge, desde que a métrica seja diago-
nal. Caso a métrica não seja diagonal é possível ao menos transformar a matriz dos vierbein em uma
matriz triangular.
5Lembrando que a torção T Iµν é a 2-forma definida por T I = DeI , cujas componentes estão relaci-
onadas através do inverso do vierbein Tαµν = eαI T
I
µν .
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pois todas as componentes T tµν são nulas. As componentes espaciais serão
T 1 =
1
2
e1rT
r
kldx
k ∧ dxl
=
a(t)√
1− kr2T
r
rtdr ∧ dt+
a(t)√
1− kr2T
r
θϕdθ ∧ dϕ
= h(t)e1 ∧ e0 + f(t)e2 ∧ e3.
Analogamente, as demais componentes são
T 2 = h(t)e2 ∧ e0 − f(t)e1 ∧ e3, T 3 = h(t)e3 ∧ e0 + f(t)e1 ∧ e2,
de maneira mais compacta temos
T 0 = 0, T i = h(t)ei ∧ e0 + 1
2
f(t)εijke
j ∧ ek, i, j, k = 1, 2, 3. (3.18)
Da equação T I = CI J ∧ eJ que relaciona a torção com a contorção, podemos obter a
contorção 1-forma
T I = CI J ∧ eJ ⇒ 1
2
T I JKe
J ∧ eK = −CI JKeJ ∧ eK
T I JKe
J =
(CI KJ − CI JK)eJ (3.19)
Daí, somando-se e subtraíndo-se as permutações cíclicas dos índices da equação (3.19),
encontra-se a expressão explícita da contorção como função dos elementos da torção
C[IJ ] = 1
2
(
TIJK − TJIK − TKIJ
)
eI . (3.20)
As componentes não nulas da torção em termos dos índices I, J,K do espaço tangente
são
T123 = T
r
θϕ, T321 = T
ϕ
rθ
T213 = T
θ
rϕ, T110 = T220 = T330 = h(t), (3.21)
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dessa forma, é bem simples mostrar que as componentes da contorção leem-se
C0i = h(t)ei, Cij = −f(t)εijk ek (3.22)
Lembrando que a conexão de spin ω é decomposta em sua parte livre de torção mais
contorção como vimos em (1.22). Segundo (1.20) temos que as componentes não nulas
de ξIJK serão
ξ101 = ξ202 = ξ303 = H(t) =
a˙
a
, ξ212 = ξ313 =
√
1− kr2
ar
, ξ323 =
cot θ
ar
,
com efeito, as componentes da conexão livre de torção como definido em (1.23) não
nulas serão
ω¯0i = H(t)ei, ω¯12 = −
√
1− kr2
ar
e2
ω¯13 = −
√
1− kr2
ar
e3, ω¯23 = −cot θ
ar
e3.
Dessa forma a conexão de spin que gera essa torção lê-se
ω0i = (H + h)ei, ω12 = −
√
1− kr2
ar
e2 − fe3,
ω31 =
√
1− kr2
ar
e3 − fe2, ω23 = −cotθ
ar
e3 − fe1,
onde H := a˙(t)/a(t) é o parâmetro de Hubble. A curvatura de Riemann é dada por
R0i = [(H˙ + h˙) +H(H + h)]e0 ∧ ei + f(H + h)εijkej ∧ ek,
Rij = [(H + h)2 +
k
a2
− f 2]ei ∧ ej + (f˙ +Hf)εijkek ∧ e0,
Consequentemente,
F0i = [(H˙ + h˙) +H(H + h)− Λ
3
]e0 ∧ ei + f(H + h)εijkej ∧ ek,
Fij = [(H + h)2 +
k
a2
− f 2 − Λ
3
]ei ∧ ej + (f˙ +Hf)εijkek ∧ e0.
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3.2.2 Equações de campo
Assumiremos que a matéria constitui-se de um fluído perfeito de densidade ρm
e pressão pm, com o tensor de energia-momento T I J = diag(−ρm, pm, pm, pm). Substi-
tuindo nas equações de campo (2.53), com dG = G˙e0, obtemos um sistema de equações
diferenciais
U2 +
k
a2
− f 2 − Λ
3
=
4piG
3
ρm , (3.23)
U2 +
k
a2
− f 2 − Λ + 2(U˙ +HU) = −4piGpm, (3.24)
Φ˙4(U2 +
k
a2
− f 2 − Λ
3
) +
2Λ
3
Φ4h = 0, (3.25)
f(Φ˙4U +
Λ
3
Φ4) = 0, (3.26)
(U2 +
k
a2
− f 2 − Λ
3
)(U˙ +HU − Λ
3
)− 2fU(f˙ +Hf) = 0, (3.27)
onde U := H + h e G = G(t) é o parâmetro de acoplamento de Newton.
3.2.3 Equações de continuidade
Uma primeira equação de continuidade para a energia e pressão segue natu-
ralmente da equação de continuidade para o tensor de energia-momento (2.39) que
resume-se em DTI = 0. Calculando as componentes da energia-momento 3-forma, de
(2.40), obtemos
T0 = ρm(t)
6
εijke
i ∧ ej ∧ ek, Ti = −pm
2
εijke
0 ∧ ej ∧ ek,
consequentemente,
T0 = −ρme1 ∧ e2 ∧ e3 = −ρm(t)a
3(t)r2 sin θ√
1− kr2 dr ∧ dθ ∧ dϕ
T1 = −pme0 ∧ e2 ∧ e3 = −pma2(t)r2 sin θdt ∧ dθ ∧ dϕ,
T2 = −pme0 ∧ e3 ∧ e1 = −pma
2(t)r sin θ√
1− kr2 dt ∧ dϕ ∧ dr,
T3 = −pme0 ∧ e1 ∧ e2 = −pm a
2(t)r√
1− kr2dt ∧ dr ∧ dθ.
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A equação DT0 = 0 produz a equação de continuidade da densidade-pressão-torção
ρ˙m + 3H(pm + ρm) + 3hpm = 0. (3.28)
As equações DTi = 0 para i = 1, 2, 3 são trivialmente satisfeitas, sendo da forma 0 = 0.
Note a dependência nas funções da torção na equação (3.28). Contudo, para ma-
téria sem pressão (cold matter), ou seja, poeira, essa equação de continuidade assume
a forma usual[109]:
d
dt
(
ρma
3
)
= 0, se, pm = 0. (3.29)
Uma segunda equação de continuidade pode ser encontrada da seguinte forma: Notando
que ao substituirmos U = H + h nas equações (3.23,3.24) nos leva a uma equação de
Friedmann sem constante cosmológica usual:
H2 =
8piG0
3
ρtot, 2H˙ + 3H
2 = −8piG0ptot, (3.30)
onde G0 é a constante de Newton, avaliada no tempo presente de G(t), e ρtot, ptot são
as densidade e pressão “totais”,
ρtot =
G
G0
(
ρm + ρk + ρT + ρΛ
)
,
ptot =
G
G0
(
pm + pk + pT + pΛ
)
,
com
ρk =
3
8piG
k
a2
, ρT =
3
8piG
(f 2 − 2Hh− h2), ρΛ = Λ
8piG
pk = −ρk
3
, pT =
1
8piG
(2h˙+ 4Hh+ h2 − f 2), pΛ = −ρΛ.
ρT e pT são interpretadas como as contribuições da torção à densidade e pressão ρtot
e ptot. Como consequência das equações tipo Friedmann (3.30), a densidade total e
pressão satisfazem a equação de continuidade
ρ˙tot + 3H(ρtot + ptot) = 0.
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3.2.4 Poeira com Λ > 0 e k = 0
Nessão seção apresentamos as soluções gerais das equações (3.23)-(3.27)
considerando-se o caso de matéria na ausência de pressão (poeira), com pm = 0, con-
siderando uma constante cosmológica positiva e uma geometria espacial plana, como
nos indica os resultados experimentais [86, 92]. Da equação 3.26 segue que
ou f(t) = 0, ou G˙U − Λ
3
G = 0. (3.31)
Verificamos que a primeira condição nos leva a solução trivial do espaço de de Sitter
com constante cosmológica Λ, com o vierbein ou a métrica sendo definidas pelo fator
de escala a(t) = e
√
Λ
3
t.
Dessa forma, assumimos a função f(t) como sendo diferente de zero. As equa-
ções a serem resolvidas são (3.23)-(3.25), (3.27) e a segunda de (3.31), junto com o
parâmetro de Hubble definido em termos do fator de escala a(t). A solução geral é
dada pelas seguintes expressões obtidas pelo uso do programa Mathematica[118], onde
a coordenada temporal foi redefinida por
τ(t) :=
√
Λ
3
t.
• Fator de escala:
a(t) = C4
(
3eτ + C3e
−τ) 13 (cosh(τ − C1)) 23 . (3.32)
• Parâmetro de torção f(t):
f(t) =
√
Λ
3
((−9e2τ − 3C3 + (6e2τ − 2C3)) tanh(τ − C1) +
+
(
3e2τ + C3
)
tanh2(τ − C1)
)/(
3e2τ + C3
)) 12
. (3.33)
• Parâmetro de torção h(t):
h(t) =
√
Λ
3
(−3e2τ + C3 + (3e2τ + C3) tanh(τ − C1))
9e2τ + 3C3
. (3.34)
• Parâmetro de Hubble H(t) = a˙/a:
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H(t) =
√
Λ
3
tanh(τ − C1)− h(t). (3.35)
• Parâmetro de Newton G(t) = −3/(8piΛΦ(t)):
G(t) = C2 sinh(τ − C1). (3.36)
• Densidade de matéria ρm(t):
ρm =
3
8piG(t)
((
H(t) + h(t)
)2 − f 2(t)− Λ
3
)
. (3.37)
As quatro constantes de integração C1, C2, C3, C4 e a constante cosmológica Λ devem
ser determinadas por cinco condições físicas, as quais escolhemos sendo:
a(0) = 0 : hipótese do Big Bang,
a(t0) = 1 : t0 = idade atual do universo,
H(t0) = H0 : valor atual do parâmetro de Hubble, (3.38)
G(t0) = G0 : valor atual do parâmetro de Newton,
ρm = ρ0 : valor atual da densidade de matéria,
com os dados experimentais e observacionais [92] dados por
t0 = 13.8× 109 anos (1Gy = 109anos),
H0 = 0.0693Gy−1,
ρ0 = 2.664× 10−27 Kgm−3,
G0 = 6.674× 10−11m3 s−2 Kg−1.
Para uma comparação com os resultados do modelo padrão ΛCDM, necessitamos da
fórmula do fator de escala a(t), em um universo dominado por matéria escura fria
(poeira) da densidade relativa [92] Ωm = 0.309. Para comparação, negligenciando a
contribuição da radiação, temos o fator de escala normalizado de ΛCDM é [109]
aΛCDM(t) =
(
sinh
(
3
2
H0
√
1− Ωmt
)
sinh
(
3
2
H0
√
1− Ωmt0
)) 23 (3.39)
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A Figura 3.1 mostra a evolução temporal do fator de escala a, do parâmetro de Hubble
H, do parâmetro de desaceleração q := −a¨a/(a˙a2), da densidade de massa ρm, e do
parâmetro de Newton normalizado G/G0. Cada uma das quantidades foi comparada
com seu correspondente no modelo ΛCDM . Com excessão da desaceleração q, as demais
quantidades apresentam um desvio bem pequeno. O parâmetro de Newton que tem de
ser igual ao valor atual da constante de acoplamento de Newton G0 no tempo presente,
mostra-se com uma ligeira diminuição no passado da evolução cósmica, aumentando
cerca de 85% desde seu valor nos primórdios do Big Bang. A desaceleração q difere
notavelmente do modelo padrão da cosmológica, no entanto, o tempo de transição
entre as eras de aceleração e desaceleração é praticamente coincidente. O valor atual
de q(t0) = −0.25 é, contudo, apenas a metade do valor previsto por ΛCDM.
A evolução temporal dos parâmetros da torção h e f , bem como das densidades
relativas Ωm, ΩΛ e ΩT para matéria, constante cosmológica e torção, respectivamente,
são mostradas na Figura 3.2(a-b).
Observa-se da figura 3.2(c) que o fim do domínio da era de matéria fria, ocorreu
t ∼ 10.2 Gy para ΛCDM, e t ∼ 8.5 Gy para o nosso modelo. Domínio da matéria sendo
definido, no nosso caso, como o domínio de Ωm sobre a soma ΩΛ + ΩT . Finalmente, os
valores atuais das densidades relativas do nosso modelo são:
• Ωm(t0) = 0.308,
• ΩΛ(t0) = 0.289,
• ΩT (t0) = 0.403
Esses valores devem ser colocados em comparação com os valores do modelo ΛCDM6
que são Ωm(t0) = 0.308 e ΩΛ(t0) = 0.692: observamos que no nosso modelo a torção
contribui junto com a constante cosmológica para a aceleração. Finalmente, como
6Não foi levado em conta em nossos cálculos as atualizações feitas nesse ano para a nova deter-
minação de H0. Em junho de 2016 foi reportado pela NASA, através do WMAP[15], uma série de
medidas mais acuradas para o valor atual da constante de Hubble. A melhor estimativa obtida foi:
H0 = 73.24 ± 1.74 Km s−1 Mpc−1. Esse valor produz uma taxa de expansão do universo maior do
que era previsto pelo ΛCDM.
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Figura 3.1: (a) Fator de escala normalizado a(t); (b) Parâmetro de Hubble H(t); (c) Parê-
metro de desaceleração q(t); (d) densidade de matéria escura (fria) ρm(t); (e) Parâmetro de
acolplamento gravitacional tempo-dependente G(t); Linhas sólidas: predições do nosso modelo;
linhas tracejadas: resultados padrões de ΛCDM .
uma questão de análise de consistência, verificamos que nossa solução das equações de
campo, de fato, satisfazem a equação de continuidade (3.29).
Além disso, fizemos uma busca por outras soluções, pois como a torção pode
contribuir para a aceleração, poderia-se esperar soluções que apresentem uma acele-
ração positiva mesmo considerando-se o caso de constante cosmológica negativa. Isso
ocorre, por exemplo, para a classe de modelos investigadas em [18]. No nosso caso, che-
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Figura 3.2: (a) Parâmetro da torção f(t) (linha sólida) e h(t) (linha tracejada); (b) Densi-
dades relativas Ωm(t) (linha sólida), ΩΛ(t) (linha tracejada) e ΩT (t) (linha pontilhada); (c)
Ωm(t) (linha sólida) e ΩΛ(t) + ΩT (t) (linha tracejada-pontilhada); resultados de ΛCDM são
mostrados para Ωm (linha tracejada) e ΩΛ (linha pontilhada).
camos que não há solução com Λ < 0 e aceleração positiva que seja capaz de satisfazer
as condições de contorno representadas pelos valores atuais da densidade de matéria e
dos parâmetros de Hubble e Newton. Outro tipo de classe de soluções que envolvem
ricochete (bounce) que houve em algum tempo no passado existe, mas nenhum deles
são compatíveis nem de longe com as condições de contorno físicas.
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Vimos, com grandes detalhes, como a redução dimensional e a truncação de um
teoria de Chern-Simons em 5D considerando-se como grupo de gauge o (A)dS6 nos
leva ao modelo de Chamseddine em 4D. O modelo de Chamseddine envolve um campo
escalar de tipo-dilaton o qual interpretamos como sendo o parâmetro de acoplamento
gravitacional de Newton que, como vimos pelas nossas predições, estaria variando
ao longo da evolução cósmica. Exploramos as soluções das equações de campo, de
modo que: mostramos que, no limite linear do modelo, existe a presença de ondas
gravitacionais, assim como as previstas pela RG padrão e detectadas esse ano [25, 26],
e da existência de um limite newtoniano. O parâmetro de Newton é considerado
constante em ordem zero, contudo, permanece indeterminado em primeira ordem.
As soluções de ondas gravitacionais corroboram os resultados obtidos pela aná-
lise canônica do modelo, onde obtivemos os graus de liberdade propagados: dois para
o “gráviton” e um associado ao campo escalar, ou seja, o parâmetro de Newton. Explo-
ramos as soluções cosmológicas do tipo FRWL, onde obtemos soluções obedecendo a
condições de contorno físicas, a saber, os valores atuais dos parâmetros físicos: parâme-
tros de Newton e Hubble e a densidade de matéria fria. Mostrando um comportamento
que se assemelha bem, pelo menos qualitativamente, ao modelo padrão da cosmologia
ΛCDM.
A constante cosmológica das nossas soluções deve ser positiva, contudo, com
um valor menor do que o reportado no modelo ΛCDM pois, no nosso modelo, a torção
contribui de maneira expressiva para a aceleração atual do universo. Um modelo
similar mas bem diferente em estrutura foi estudado em [18]. A maior diferença, é que
a ação possui o campo escalar apenas como um fator suplementar à parte quadrática da
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curvatura de Riemann. No nosso caso, o campo escalar está completamente conectado
com toda a densidade de lagrangiana.
Apesar ter termos obtido bons resultados da análise clássica no âmbito cosmoló-
gico em [69], os desafios atualmente tem sido o estudo e a compreensão física da análise
canônica do modelo de Chamseddine, que mostrou-se ser não genérico o que dificultou
a quantização via laços. O estudo da teoria complera de Chern-Simons em 5D está
em progresso, o que nos permitirá explorar um domínio de soluções muito maior. Em-
bora a contagem dos graus de liberdade de Chern-Simons em D = 5 tenha sido feita
em [79, 91], possuindo 13 graus de liberdade, a separação dos vínculos de primeira
e segunda classe ainda não foi feita. Portanto, um dos objetivos gerais para futuros
trabalhos é separar esses vínculos de primeira e segunda classe e buscar pela quanti-
zação do modelo. Além disso, em paralelo, tem sido feito um estudo aprofundado das
soluções do modelo com simetria esférica e a procura de soluções tipo-Schwarzschild
tanto da teoria completa de Chern-Simons em 5D quanto o correspondente modelo em
4D, bem como identificar os efeitos, na escala de compactificação da dimensão extra,
considerando modos de Kaluza-Klein além do modo zero.
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Esse apêndice tem a finalidade pedagógico-instrumental no sentido de fornecer
as ferramentas matemáticas necessárias para os cálculos apresentados na tese. Trata-
remos principalmente de ideias e conceitos sobre geometria diferencial que são larga-
mente utilizadas na gravitação bem como em teoria geral de campos. As referências
clássicas[23, 24, 28, 68, 83, 110] podem ser consultadas para algum detalhe de rigor
matemático.
Definições e Aplicações
Seja C : I ⊂ R → M uma curva sobre a variedadeM cujos vetores tangentes,
ξ =
d
dλ
são descritos em termos da base de coordenadas
{
∂µ
}
, como
ξ = ξµ
∂
∂xµ
=
dxµ
dλ
∂
∂xµ
. (A.1)
onde λ é o parâmetro que descreve a curva sobre a variedade. Com efeito, o vetor
tangente nos informa sobre a evolução cinemática sobre a curva definida na variedade,
em outras palavras, ξ nos dá uma informação sobre a velocidade ao longo dessa curva,
suposta regular, isto é,
dxµ
dλ
6= 0 em todo seu domínio. Quando estamos lhe dando com
variedades não euclidianas a pergunta que automaticamente fazemos é: como comparar
vetores em pontos distintos na variedade? Se desejamos obter conceitos como os de
uma derivada direcional necessitamos, em princípio, comparar vetores e de certa forma
encontrar algum mecanismo que faça o transporte de vetores para compará-los em um
mesmo ponto. O que geralmente se faz é trazer uma estrutura afim para variedade
introduzindo o conceito de conexão e derivação que se comporte de maneira covariante
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sob transformações gerais de coordenadas (difeomorfismos).
Uma alternativa ao conceito de derivada covariante reside na ideia de uma trans-
formação ativa dos pontos da curva (Lie dragging) levando a comparação dos vetores
no ponto desejado. Esse conceito nos leva a definição da derivada de Lie que está
intimamente relacionada, como veremos, com a variação funcional dos campos sobre
difeomorfismos. Assim, consideremos um vetor vµ avaliado no ponto x. Desejamos
comparar esse vetor porém em um ponto x′, infinitesimalmente próximo, de maneira
que
xµ 7−→ x′µ = xµ + ξµ(x) (A.2)
exigindo que sobre a transformação (A.2) o vetor exiba covariância, isto é,
v′µ(x′ = x+ ξ) =
∂x′µ
∂xν
vν(x), (A.3)
donde obtemos,
∂x′µ
∂xν
= δµν + ∂νξ
µ. (A.4)
Introduzindo (A.4) em (A.3), segue que
v′µ(x+ ξ) = vµ(x) + ∂νξµvν(x) (A.5)
fazendo-se uma expansão em Taylor no lado esquerdo da Eq. (A.5) e, guardando
informação apenas em primeira ordem, temos que v′µ(x+ ξ) ' v′µ(x) + ξν∂νv′µ, como
ξ já é infinitesimal, multiplicado por v′µ, já é de primeira ordem daí, podemos tomar,
nesse termo, v′µ ' vµ, pois qualquer variação já produziria termos de segunda ordem.
v′µ(x) + ξν∂νvµ = vµ(x) + ∂νξµvν(x)
v′µ(x)− vµ(x) = ∂νξµvν − ξν∂νvµ
δ(dif)vµ =
([
ξ, v
])µ
onde, (
£ξv
)µ
:= ∂νξ
µvν − ξν∂νvµ, (A.6)
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é o que chamamos da componente µ da derivada de Lie de um vetor contravariante
na direção do vetor ξ. Portanto, vemos que a variação funcional de um vetor sobre
difeomorfimos nos leva a definição de uma nova maneira de computar diferenças, sem a
necessidade de recorrer a uma conexão. Um dos aspectos interessantes da derivada de
Lie é que sua ação em um vetor preserva seu rank e é dada pelo comutador (colchêtes
de Lie) entre o vetor e a direção desejada. Explicitamente, temos
£ξv =
[
ξ, v
]
=
[
ξµ∂µ, v
ν∂ν
]
= ξµ∂µv
ν∂ν − vµ∂νξµ∂µ
=
(
ξν∂νv
µ − vν∂νξµ
)︸ ︷︷ ︸
componentes da derivada de Lie
∂µ (A.7)
A generalização para tensores de rank maiores é imediata devido a regra de Leibniz
que toda derivada deve satisfazer. E dessa forma se tivermos um tensor, digamos de
rank 2, Tαβ = uαvβ, segue que
£ξT
αβ = ξµ∂µT
αβ − T µβ∂µξα − Tαµ∂µξβ. (A.8)
A fim de obtermos a forma de atuação da derivada de Lie em vetores covariantes
bem como em formas diferenciais, podemos fazer o uso da aplicação da derivada em
um campo escalar ϕ, isto é, sendo que £ξϕ = ξµ∂µϕ. Para tanto, basta tomarmos
esse campo escalar como sendo ϕ = vµωµ e, fazendo-se uso da regra de Leibniz mais
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uma vez temos
£ξϕ = (£ξv
µ)ωµ + v
µ(£ξωµ)
=
(
ξν∂νv
µ − vν∂νξµ
)
ωµ + v
µ(£ξωµ)
ξν∂ν(v
µωµ) = ξ
ν∂νv
µωµ − vν∂νξµωµ + vµ£ξωµ
ξν∂νv
µωµ + v
µξν∂νωµ = ξ
ν∂νv
µωµ − vν∂νξµωµ + vµ£ξωµ
vµ
(
£ξωµ
)
= vµ
(
ξν∂νωµ + ωµ∂νξ
ν
)
portanto, a derivada de Lie de uma 1-forma, por exemplo, bem como de vetores cova-
riantes, lê-se como
£ξωµ = ξ
ν∂νωµ + ωµ∂νξ
ν , (A.9)
e dessa forma podemos identificar como, por exemplo, a métrica do espaço-tempo muda
funcionalmente quando fazemos uma transformação de difeomorfismos. Além do mais,
estamos de posse de uma maneira de caracterizar simetrias no espaço-tempo. Como
as transformações de difeomorfismos são transformações quaisquer das coordenadas,
automaticamente já englobam transformações lineares tais como: rotações, translações,
boosts, etc. Com efeito, podemos fazer uma investigação criteriosa das simetrias do
espaço-tempo através dessa ferramenta.
Simetrias
A busca por simetrias faz parte da espinha dorsal de toda teoria física moderna.
Dessa forma, um princípio de simetria, ou seja, um conjunto de transformações que
deixa invariante certas quantidades tem guiado de maneira precisa, bem como trazendo
a tona predições dantes impensadas, na busca pela compreensão da Natureza. A física
de partículas, bem como a construção dos inúmeros aceleradores de partículas como
o grande colisor de hadrons (LHC), tem por base um princípio de simetria que alinha
teoria-experimento. A detecção em 2012, pela colaboração ATLAS e CMS no CERN,
da partícula que apresenta as propriedades demandas pelo bóson de Higgs, necessária
no mecanismo de geração de massa das partículas [46, 95] (rendendo o prêmio Nobel
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de 2013 par os físicos F. Englert e P. Higgs por suas contribuições teóricas), é um
dos maiores exemplos do poder que reside nesse conceito. Nas escalas cósmicas a
aplicabilidade desse ferramental é extremamente relevante. Os modelos de cosmologia
moderna são profundamente alicerçados em simetrias. O universo, quando observado
em escalas acima de 100 Mpc7 é homogêneo e isotrópico. E o espaço-tempo satisfazendo
esse princípio cosmológico é descrito pela métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker (FRLW) nas coordenadas em co-movimento (o referencial de repouso cósmico).
De fato, a pergunta que se faz é uma via de mão dupla: dada uma métrica
do espaço-tempo desejamos saber quais sãos as possíveis direções de isometria. De
outra forma, é possível que nosso interesse agora seja obter a métrica de maneira a
satisfazer certas condições de simetria dadas a priori. A derivada de Lie é justamente
a ferramenta matemática que nos possibilita responder tais perguntas. Assim, para
encontrarmos simetrias de uma métrica é equivalente a condição
£ξgαβ = ξ
µ∂µgαβ + gµβ∂αξ
µ + gαµ∂βξ
µ = 0. (A.10)
assim, da Eq.(A.10) o que nos interessará é encontrar o campo de vetores de Killing
que nos darão informações sobre as direções de isometria da métrica. Para tanto,
consideremos um conjunto de curvas congruentes, de modo que os vetores tangentes as
curvas formem um campo vetorial. Suponha ainda que escolhamos λ como parâmetro
de evolução de modo que λ seja uma das coordenadas do espaço-tempo, por exemplo
λ = xα. Daí, como o vetor tangente é dado por ξµ =
dxµ
dλ
e, nesse caso, estamos
escolhendo uma coordenada em particular para o parâmetro de evolução da curva, ou
seja, uma única direção fixa. Portanto, as componentes de ξµ são constantes
ξµ =
dxµ
dλ
=
∂xµ
∂xα
= δµα, (A.11)
por exemplo, se a curva é tipo-tempo, logo escolhemos λ = t e obtemos o chamado
vetor de Killing dado por ξµ = (1, 0, 0, 0). Para tal escolha, ∂βξµ = 0 e a derivada de
7A unidade de medida tradicionalmente utilizada em astronomia é o parsec (pc), cuja definição
está associada a uma estrela que possui um paralaxe de um arco de segundo para uma linha de base
igual a metade da distância entre a Terra e o Sol (chamada de AU, unidade astronômica). Assim pc
= (1′′ em radianos)−1 × AU = 3.1 × 1016 m = 3.26 anos-luz.
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Lie da métrica é apenas,
£ξgαβ = ξ
µ∂µgαβ
=
dxµ
dλ
∂gαβ
∂xµ
=
∂gαβ
∂λ
,
isso significa que se a derivada de Lie se anula, a métrica é independente da coordenada
λ. Com efeito, a métrica não apresenta variação ao longo da congruência de curvas
geradas por
d
dλ
, e temos então uma simetria do espaço-tempo associada ao vetor de
Killing. Quaisquer direções nas quais a métrica permanece invariante são chamadas
de isometrias. De fato, podemos encontrar equações diferenciais que descrevam essas
direções de simetria do espaço-tempo. Tomando a derivada de Lie £ξg = 0, de (A.10),
temos
ξµ∂µgαβ + gµβ∂αξ
µ + gαµ∂βξ
µ = 0, (A.12)
observando que os termos em deriva do parâmetro (gµβ∂αξµ) podem ser reescritos como
uma derivada total, isto é, gµβ∂αξµ = ∂α(gµβξµ) − ∂αgµβξµ, que podemos introduzir
na Eq. (A.12),
0 = ξµ∂µgαβ + ∂α(gµβξ
µ)− ∂αgµβξµ + ∂β(gαµξµ)− ∂βgαµξµ. (A.13)
Lembrando que a ação da métrica sobre um vetor contravariante o transforma em um
vetor covariante, ou seja, gµβξµ = ξβ e selecionando os termos em derivadas da métrica
a Eq. (A.13) torna-se
0 = −ξµ (∂αgµβ + ∂βgαµ − ∂µgαβ)︸ ︷︷ ︸+∂αξβ + ∂βξα. (A.14)
O termo em destaque em (A.14) é claramente identificado com a conexão de Levi-Civita
Γα(µν) que é amplamente utilizada na RG usual no formalismo métrico (formalismo de 2
a
ordem)[19, 21, 22, 84, 97, 106], onde a parte anti-simétrica, isto é, a Torção (Γα[µν] ≡ 0) é
tomada por hipótese como sendo zero. Além disso, a derivada covariante agindo em um
vetor Aµ é da forma: ∇µAν = ∂µAν−ΓλµνAλ, com Γλµν =
1
2
gλα
(
∂µgαν +∂νgµα−∂αgµν
)
=⇒ 2gλβΓλµν =
(
∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν
)
. Daí a Equação (A.14) assume a seguinte
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forma
0 = −2ξµgµλΓλαβ + ∂αξβ + ∂βξα,
ou ainda, como ξµgµλ = ξλ, segue que
∂αξβ − Γλαβξλ + ∂βξα − Γλβαξλ = 0,
Finalmente, obtemos a chamada Equação de Killing
∇αξβ +∇βξα = 0, (A.15)
dada uma métrica (gµν), podemos perguntar por todas as soluções da Equação (A.15)
cuja resposta nos dará as direções de simetria do espaço-tempo.
Simetrias do Espaço de Minkowski
Iremos agora aplicar esses conceitos desenvolvidos sobre derivação de Lie, e suas
consequentes conexões com as simetrias espaço-temporais, ao caso particular de uma
métrica de cunho hiperbólica, isto é, com um padrão de medição não necessariamente
positivo-definido. Em outras palavras, estaremos considerando o padrão de medição
introduzido pela propagação da luz, a saber, espaço da relatividade restrita, cujo ele-
mento de linha é
ds2 = −c2dt2 + d~x2. (A.16)
Assim estaremos considerando um espaço-tempo plano no qual a métrica ηµν ,
em coordenadas cartesianas,
ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (A.17)
e a conexão de Christoffel se anula, isto é, Γαµν ≡ 0. Naturalmente, as derivadas
covariantes que constituem as equações de Killing são levadas à derivações parciais
planas.
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∂βξα + ∂αξβ = 0 (A.18)
aplicando uma nova derivação à equação (A.18), obtemos
∂µ∂βξα + ∂µ∂αξβ = 0. (A.19)
Agora, premutando ciclicamente os índices da equação (A.19),
∂µ∂βξα + ∂µ∂αξβ = 0, (A.20)
∂α∂µξβ + ∂α∂βξµ = 0, (A.21)
∂β∂αξµ + ∂β∂µξα = 0. (A.22)
Somando-se as equações (A.21) e (A.22) e subtraindo (A.22), supondo, por sim-
plicidade, que as componentes de ξ são de classe C∞ ou apresentem diferenciabilidade
o suficiente, para evitarmos maiores dificuldades, segue que
∂µ∂αξβ = 0, (A.23)
ou seja, a segunda derivada de ξβ se anula. Isso significa que ξβ tem de ser uma função
linear das coordenadas. Portanto, a forma mais geral que ξβ assume pode ser lida como
ξα = aα + Σαβx
β. (A.24)
Substituindo (A.24) na equação (A.18), obtem-se
0 = Σαβ + Σβα, (A.25)
de modo que aα fica completamente arbitrário enquanto Σαβ deve ser uma matriz anti-
simétrica. Temos, portanto, dez campos vetoriais independentes, cada um assumindo
a forma dada pela equação (A.24) para cada escolha independente das constantes aα e
Σαβ = −Σβα.
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A escolha mais simples dentre os 10 campos vetoriais seria assumir apenas uma
das constantes aα diferente de zero. Tomando-se Σαβ = 0 e uma das componentes
(digamos, n, com n = 0, 1, 2, 3) de aα obtemos quatro campos vetoriais constantes,
ξα(n) = δ
α
n .
Representando vetores unitários de cada uma das direções das coordenadas espaço-
temporais. Agora, se colocarmos essas contantes a zero aα = 0 e escolhendo, a título
pedagógico, apenas um dos seis Σ[αβ], iremos obter ou rotações espaciais ou boosts de
Lorentz. Com efeito, iremos mostrar que na verdade esses vetores de Killing corres-
pondem aos elementos da álgebra do grupo de Lorentz, ou seja, são os geradores das
transformações do grupo SO(1, 3).
Por exemplo, com Σ21 = −Σ12 = 1 e todos os demais zeros, o campo de Killing
será
ξ = ξα∂α (A.26)
=
(
ηαβΣβµx
µ
)
∂α (A.27)
= x∂y − y∂x. (A.28)
Esse é o gerador das rotações no plano-xy ou em torno do eixo z. Analogamente, para
Σ23 e Σ31 que está associado aos geradores de rotação em torno do eixo x e y, respec-
tivamente. Juntos eles formam os geradores do subgrupo especial e ortogonal SO(3)
⊂ SO(1, 3). Por outro lado, se os índices não nulos forem associados à componente
temporal teremos, nesse caso, um boost. Para Σ10 = −Σ01 = 1 temos
ξ = x∂t + t∂x, (A.29)
esse é o gerador de um boost de Lorentz. Para vermos isso de maneira mais clara,
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vamos exponenciar8 o gerador com algum parâmetro a ser interpretado,
Λ = eλ
(
x∂t+t∂x
)
(A.30)
=
∞∑
n=0
λn
n!
(
x∂t + t∂x
)n
. (A.31)
O resultado da ação da transformação Λ sobre as coordenadas lê-se
t′ = (coshλ)t+ (sinhλ)x,
x′ = (sinhλ)t+ (coshλ)x,
y′ = y,
z′ = z.
Note que podemos colocar a função coshλ em evidência
t′ = coshλ(t+ tanhλx),
x′ = coshλ(x+ tanhλt),
lembrando que coshλ ≥ 1 e que | tanhλ |< 1. Como pela relatividade especial v/c < 1
poderímos identificar a tangente hiperbólica como um parâmetro que mede a razão
entre as velocidades relativa dos referenciais e a velocidade da luz. Assim, defina
tanhλ := β = −v/c.
Por outro lado, temos da relação cosh2 λ− sinh2 λ = 1 que
cosh2 λ(1− tanh2 λ) = 1, ⇒ coshλ = 1√
1− β2 ≡ γ. (A.32)
Finalmente, vemos que através das equações de Killing somos capazes de recuperar
um boost de Lorentz com velocidade v na direção da coordenada x, bem como todo o
8Estamos assumindo aqui que estamos trabalhando com grupos de Lie contínuos e conexos com a
identidade que podem ser descritos, a grosso modo, como a exponencial da álgebra (Grupo = eálgebra).
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conjunto de transformações de SO(1, 3). Podendo ser reescrito na forma mais familiar
ct′ = γ(ct− βx), (A.33)
x′ = γ(x− vt), (A.34)
y′ = y, (A.35)
z′ = z. (A.36)
Portanto, encontramos exatamente as 10 isometrias do espaço de Minkowski.
Esse é o máximo de soluções independentes das equações de Killing. No caso de um
espaço-tempo estacionário e esfericamente simétrico (Schwarzchild) temos um campo
vetorial de Killing tipo-tempo e outros 3 campos de Killing associados a rotações es-
paciais.
Simetria Esférica
Vamos agora dar uma noção sobre o significado de um espaço-tempo estacionário
e esfericamente simétrico. Ser estacionário implica a existência de um campo vetorial
de Killing tipo-tempo. Esfericamente simétrico requer a existência de um conjunto
completo de vetores de Killing que sejam geradores das rotações espaciais.
Se desejamos trabalhar em um espaço-tempo estacionário via a existência de
um vetor de Killing tipo-tempo, podemos escolher a coordenada temporal para ser o
parâmetro λ = t, e as condições de simetria implicam que
£ξgαβ = ξ
µ∂µgαβ + gµβ∂αξ
µ + gαµ∂βξ
µ = 0. (A.37)
Contudo, com x0 = t = λ, as componentes de ξ são constantes, de modo que ∂αξµ = 0.
Portanto,
0 = ξµ∂µgαβ ⇒ ∂t
(
gαβ
)
= 0, (A.38)
e temos um sistema de coordenadas cuja métrica é independente da coordenada tem-
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poral.
Para a simetria esférica, sabemos que temos de ter 3 campos vetoriais de Killing
que juntos geram o grupo de rotações espaciais, a saber, SO(3). Podemos tomar
duas das coordenadas, mas elas não irão apresentar relações de comutação triviais, de
maneira que a métrica não pode ser independente das duas coordenadas ao mesmo
tempo. Tomando a forma, já familiar, em coordenadas Cartesianas
ξ1 = y∂z − z∂y, (A.39)
ξ2 = z∂x − x∂z, (A.40)
ξ3 = x∂y − y∂x. (A.41)
Nossa tarefa agora será reescrever os vetores de Killing em coordenadas esféricas. Ou
seja, devemos fazer uma mudança de coordenadas assumindo que
xi 7−→ x′i = x′i(x) xi = {x, y, z}, x′i = {r, θ, φ}.
Lembrando que
x = r sin θ cosφ y = r sin θ sinφ (A.42)
z = r cos θ r =
√
x2 + y2 + z2 (A.43)
a ideia básica será transformar as derivações cartesianas pelas coordenadas curvilíneas,
ou seja, sendo xi = xi(x′), podemos fazer uso da regra da cadeia
∂i =
∂x′j
∂xi
∂′j, (A.44)
onde estamos fazendo uso da convenção de soma de Einstein, isto é, indíces repetidos
indicam soma. De (A.44), vemos que precisamos calcular os elementos da matriz
Jacobiana que conecta as mudanças de coordenadas.
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(
∂x′j
∂xi
)
=

∂r
∂x
∂r
∂y
∂r
∂z
∂θ
∂x
∂θ
∂y
∂θ
∂z
∂φ
∂x
∂φ
∂y
∂φ
∂z

Por exemplo,
∂
∂x
=
∂r
∂x
∂
∂r
+
∂θ
∂x
∂
∂θ
+
∂φ
∂x
∂
∂φ
.
Assim, sendo que r =
√
x2 + y2 + z2 temos
∂r
∂x
=
2x
2
√
x2 + y2 + z2
=
x
r
= sin θ cosφ, (A.45)
analogamente fazendo-se as derivações em relação a y e a z, tem-se
∂r
∂y
= sin θ sinφ,
∂r
∂z
= cos θ. (A.46)
Agora passemos ao cálculo dos elementos ∂θ/∂xi. Temos que z = r cos θ, por-
tanto segue-se, naturalmente, que cos θ =
z√
x2 + y2 + z2
. Fazendo uma derivação
implícita temos
∂
∂x
(
z√
x2 + y2 + z2
)
=
∂θ
∂x
∂
∂θ
(cos θ)
zx
r3
= sin θ
∂θ
∂x
.
Substituindo-se os valores de z e x em suas respectivas representações em coor-
denadas esféricas
r2 cos θ sin θ cosφ
r3
= sin θ
∂θ
∂x
∂θ
∂x
=
cos θ cosφ
r
. (A.47)
Analogamente para ∂θ/∂y, temos
∂θ
∂y
=
cos θ sinφ
r
. (A.48)
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Finalmente, a variação em relação à coordenada z precisa de um pouco mais de
cautela
∂
∂z
(
z√
x2 + y2 + z2
)
= − sin θ∂θ
∂z
1√
x2 + y2 + z2
− z
2
r3
= − sin θ∂θ
∂z
.
Novamente, fazendo-se as substituições chega-se
1
r
− r
2 cos2 θ
r3
= − sin θ∂θ
∂z
1− cos2 θ
r
= − sin θ∂θ
∂z
∂θ
∂z
= −1
r
sin θ. (A.49)
Finalmente as componentes ∂φ/∂xi. Essas componentes exigem um pouco
mais de atenção e cuidado. Nesse caso iremos escolher para derivação implícita
x = r sin θ cosφ.
∂
∂x
(
x√
x2 + y2 + z2
)
=
∂
∂x
(sin θ cosφ) (A.50)
lembrando que tanto φ quanto θ são funções das coordenadas antigas, contribuindo
para a derivação
∂
∂x
(
x√
x2 + y2 + z2
)
=
∂θ
∂x
cosφ cos θ +
∂φ
∂x
sin θ
∂
∂φ
(cosφ). (A.51)
substituindo os valores funcionais de x e de ∂θ/∂x , obtemos
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1− sin2 θ cos2 φ
r
=
cos2 θ cos2 φ
r
− sin θ sinφ∂φ
∂x
1− cos2 φ(sin2 θ + cos2 θ)
r
= − sin θ sinφ∂φ
∂x
sin2 φ
r
= − sin θ sinφ∂φ
∂x
∂φ
∂x
= −1
r
sinφ
sin θ
. (A.52)
Analogamente, obtemos os demais elementos da matriz jacobiana
∂φ
∂y
=
1
r
cosφ
sin θ
,
∂φ
∂z
= 0. (A.53)
Assim, a matriz jaconiana com os valores dos elementos de transformação para coor-
denadas esféricas assume a seguinte forma
J = (∂xi/∂x′j) =

sin θ sin θ cosφ cos θ
1
r
cos θ cosφ 1
r
cos θ sinφ −1
r
sin θ
− 1
r sin θ
sinφ 1
r sin θ
cosφ 0

Portanto, os vetores de Killing, em coordenadas esféricas, são agora naturalmente re-
escritos. Consideremos o vetor de Killing responsável por ser o gerador das rotações
no plano-yz ou em torno do eixo dos x
ξ1 = y∂z − z∂y.
Fazendo-se uma expansão das derivadas em termos das correspondentes coordenadas
esféricas chega-se
∂
∂z
= cos θ
∂
∂r
− 1
r
sin θ
∂
∂θ
,
∂
∂y
= sin θ sinφ
∂
∂r
+
1
r
cos θ sinφ
∂
∂θ
+
1
r sin θ
cosφ
∂
∂φ
.
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∴ ξ1 = − sinφ∂θ − cot θ cosφ∂φ. (A.54)
Daí, os demais vetores de Killing seguem de maneira análoga e assumem a seguinte
forma
ξ2 = − cos θ∂θ + cot θ sinφ∂φ (A.55)
ξ3 = ∂φ. (A.56)
Ou ainda, podemos escrever os campos vetoriais na forma
ξ1 = (0, 0,− sinφ,− cot θ cosφ) (A.57)
ξ2 = (0, 0,− cosφ, cot θ sinφ) (A.58)
ξ3 = (0, 0, 0, 1) (A.59)
além disso, esse vetores satisfazem a álgebra de Lie
[ξ1, ξ2] = −ξ3, [ξ2, ξ3] = −ξ1, [ξ3, ξ1] = −ξ2
ou de maneira mais compacta
[ξi, ξj] = −εijkξk,
onde ijk é o tensor de Levi-Civita completamente anti-simétrico invariante sob o grupo
SO(3) definido por
εijk =

0, se dois dos índices forem iguais,
1, se i, j, k forem uma permutação par de 1, 2, 3,
−1, se i, j, k forem uma permutação ímpar de 1, 2, 3.
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Nosso objetivo agora será mostrar que os conteúdos das Eqs.(1.54) e (1.55) repro-
duzem as equações de Einstein da Relatividade Geral usual. De fato, considerando-se
a Eq. (1.54) em componentes, temos
εIJKLe
K
ρ︸ ︷︷ ︸ εµνρσRIJ µν = 0, (B.1)
observando que o termo em destaque podemos fazer uso da Fórmula de Caley para o
determinante de uma matriz, isto é,
εµνρσdete = εIJKLeIµe
J
ν e
K
ρ e
L
σ , (B.2)
desejamos, na verdade, uma maneira de relacionar o tensor totalmente anti-simétrico
- símbolo de Levi-Civita com apenas um dos vierbein como destacado na Eq. (B.1).
Para tanto, iremos utilizar dos inversos dos vierbeins para isolarmos a relação desejada
em (B.2).
(
εµνρσdete = εIJKLeIµe
J
ν e
K
ρ e
L
σ
)
eµAe
ν
Be
σ
C (B.3)
eµAe
ν
Be
σ
Cεµνρσdete = εIJKLe
K
ρ δ
I
Aδ
J
Bδ
L
C (B.4)
eµAe
ν
Be
σ
Cεµνρσdete = εABKCe
K
ρ (B.5)
ou ainda, podemos escrever de maneira equivalente
εIJKLe
K
ρ = e
α
I e
β
Je
λ
Lεαβρλdete (B.6)
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inserindo (B.6) em (B.1) obtemos
eαI e
β
Je
λ
Lεαβρλε
µνρσRIJ µν = 0, (B.7)
como os epsilons são completamente anti-simétricos, podemos colocar o índice ρ a
frente em ambos sem que se altere o sinal, pois estamos fazendo permutações pares, e
lembrando que
εραβλε
ρµνσ = δ[µα δ
ν
βδ
σ]
λ (B.8)
a equação (B.8) nada mais é que o determinante de uma matriz 3 × 3 formada por
deltas de Kronecker, ou seja,
εραβλε
ρµνσ = δµαδ
ν
βδ
σ
λ + δ
ν
αδ
σ
βδ
µ
λ + δ
σ
αδ
µ
βδ
ν
λ − δµαδσβδνλ − δσαδνβδµλ − δναδµβδσλ (B.9)
Assim, de (B.9) em (B.7) temos
0 = eµI e
ν
Je
σ
LR
IJ
µν + e
ν
Ie
σ
Je
µ
LR
IJ
µν + e
σ
I e
µ
Je
ν
LR
IJ
µν − eµI eσJeνLRIJ µν +
−eσI eνJeµLRIJ µν − eνIeµJeσLRIJ µν . (B.10)
Daí, aplicando as propriedades do vierbein ficamos com
eσLR + e
µ
LR
νσ
µν + e
ν
LR
σµ
µν − eνLRµσ µν − eµLRσν µν − eσRνµ µν = 0, (B.11)
pelas propriedades de anti-simetria do tensor de curvatura de Riemann, temos que
R[µν][ρσ] e da definição do tensor de Ricci: contração entre o primeiro e o terceiro
índice, Rµσ µν ≡ Rσν . Obtem-se
eµLR
σ
µ −
1
2
eσLR = 0 (B.12)
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vemos que o índice L está livre, daí podemos multiplicar toda a Eq. (B.12) por eLν de
modo que
Rσν −
1
2
δσνR = 0. (B.13)
Finalmente, lembrando que Rσν = gσµRµν e δσν = gµσgµν , obtemos as equações de
Einstein no vácuo como desejávamos
Rµν − 1
2
gµνR = 0. (B.14)
A fim de que a ação de Palatini reproduza os resultados da Relatividade Geral
usual, Einstein-Hilbert, devemos ainda trabalhar a segunda equação de movimento e
verificar que seu conteúdo nos mostra, pela dinâmica das equações, que a torção é
identicamente nula. Assim, nosso objetivo será mostrar que a Eq. (1.55) =⇒ Tα µν ≡
0, ou seja, vamos obter via equações de movimento que a parte anti-simétrica da
conexão Γα [µν], na ausência de férmions, é de fato a conexão usual de Levi-Civita usada
arbitrariamente por Einstein que deliberadamente assume a torção nula. Portanto, uma
das grandes vantagens de se usar o formalismo de Palatini é justamente a capacidade
de mostrarmos, sem imposição a priori, de que a torção é zero como subproduto das
equações de movimento mostrando assim a equivalência9 entre o formalismo de primeira
e segunda ordem da RG.
Escrevendo a Eq. (1.55) em componentes
εIJKLe
L
ρ 
µνρσTK µν = 0 (B.15)
analogamente, fazendo-se uso da fórmula de Caley
ερµνσραβλe
α
I e
β
Je
λ
KT
K
µν = 0. (B.16)
Fazendo-se uso novamente do determinante (B.9) e desenvolvendo os termos,
obtem-se:
9Obviamente se introduzirmos matéria fermiônica espinorial automaticamente, pela presença da
interação gravitacional, ganhamos uma derivada covariante com um termo linearmente proporcional
a conexão de spin[85]. Logo, em presença de férmions inevitavelmente trazemos a torção como um
componente da teoria.
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eσKT
K
IJ + e
σ
JT
K
KI + e
σ
IT
K
JK − eσJTK IK − eσITK KJ − eσKTK JI = 0, (B.17)
como TK IJ = −TK JI , podemos reescrever os termos da Eq.(B.17) como
eσKT
K
IJ + e
σ
JT
K
KI + e
σ
IT
K
JK = 0. (B.18)
multiplicando toda a Eq.(B.18) por eIσ, segue-se que
TK KJ + T
K
KJ − δIITK KJ = 0 (B.19)
lembrando que δII representa o traço da matriz identidade 14×4 , logo concluímos que o
traço da Torção é identicamente nulo, ou seja, TK KJ = 0. E substituido esse resultado
na Eq.(B.18), sendo o vierbein diferente de zero,
eσKT
K
IJ = 0 =⇒ TK IJ = 0. (B.20)
Portanto, mostrando que as componentes da torção são todas nulas nos leva
a conexão usual de Levi-Civita da RG. Dessa forma, vemos que o formalismo de Pa-
latini onde assumimos tanto a conexão (estrutura afim) quanto o vierbein (estrutura
geométrica) como campos independentes; as equações de movimento, na ausência de
férmions, reduzem-se exatamente as equações de campo de Einstein.
Torção e curvatura no mesmo pé de igauldade
Na descrição de Einstein da gravitação toda dinâmica é estabelecida através do
tensor métrico. Einstein utiliza-se da conexão de Levi-Civita [84, 97, 98] que tem por
base a hipótese de que a parte anti-simétrica desta é identicamente nula. Em outras
palavras, para relatividade geral, no formalismo de segunda ordem, assume-se que a
torção é nula. A condição de Torção nula pode ser justificada de uma maneira mais
precisa quando estamos no formalismo de primeira ordem [85, 87, 100]. Se a estrutura
métrica vierbein (eI) e a estrutura afim (conexão de Lorentz ωIJ) são considerados
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como campos dinâmicos independentes, como proposto por Palatini [1, 31, 94]. Con-
sequentemente, fazendo-se as variações na ação, segue-se que em quatro-dimensões e
na ausência de matéria fermiônica, as equações de campo ainda assim nos levam a
condição de torção nula. Portanto, T I = 0 não é uma restrição necessária da teoria
mas uma consequência das equações de movimento.
Se não assumirmos T I = 0 a priori, partículas fermiônicas irão poder revelar a
presença de torção pois elas se acoplam naturalmente a T I . Com efeito, teríamos traje-
tórias distintas das geodésicas de matéria não-fermiônica. Naturalmente, a trajetetória
de um elétron iria diferir das geodésicas de um fóton pois, este não se acoplaria a tor-
ção enquanto aquele traria à tona essa nova estrutura do espaço-tempo. Esses efeitos,
obviamente, podem não ser muito significantes para atual acuidade experimental, ou
mesmo serem muito difíceis de se mensurar ou comparar trajetórias de partículas com
difentes spins a fim de se separar os efeitos da curvatura e da torção em uma dada
região do espaço-tempo.
No entanto, um outro aspecto que daria um novo status de relevância para a
torção é sua capacidade de agir no mesmo pé de igualdade geométrico que a curvatura
para o espaço-tempo. De fato, nosso modelo é uma tentativa de analisar esses efeitos,
considerando-se uma modificação da ação usual da relatividade geral. A possibilidade
da torção como variável dinâmica pode ter consequências cosmológicas muito impor-
tantes. A fim de examinarmos esses efeitos, vale a pena notar como a torção contribui
para a curvatura do espaço-tempo.
No formalismo de primeira ordem da gravitação, os campos fundamentais como
já mencionado, são o vierbein (eI = eIµdxµ) e a conexão de spin (ωIJ = ωIJµ dxµ). Essas
duas 1-formas correspondem a diferentes aspectos da geometria, a saber, estrutura
métrica e estrutura afim, respectivamente. Com efeito, são consideradas como campos
dinâmicos independentes (veja por exemplo as referências [17, 18, 61, 62, 103]). Nesse
formalismo, a ação de Einstein-Hilbert com constante cosmológica lê-se
SEH [e, ω] =
∫
M
εIJKL
(
RIJ − Λ
6
eI ∧ eJ) ∧ eK ∧ eL.
Variando em relação ao vierbein e a conexão, obtem-se as equações de campo de Eins-
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tein bem como a condição de torção nula
εIJKL
(
RIJ − Λ
3
eI ∧ eJ) ∧ eK = 0, εIJKLT I ∧ eJ = 0. (B.21)
Em geral, a conexão de spin pode ser separada em uma parte sem torção mais a
contorção, ωIJ = ω˚IJ + CIJ , onde
0 = deI + ω˚IK ∧ eJ ⇒ ω˚IKµ = eIν(∇µeνJ), (B.22)
e a contorção é proporcional a torção,
T I = CIJ ∧ eJ . (B.23)
Em (B.22) ∇ é a derivada covariante em relação a conexão de Christoffel [100]. Dessa
forma, a curvatura 2-forma, RIJ = dωIJ + ωIK ∧ ωKJ , separa-se na forma usual livre
de torção da geometria riemanniana, e a parte remanescente que é dependentende da
torção,
RIJ = R˚IJ + D˚CIJ + CIK ∧ CKJ . (B.24)
Onde, R˚IJ = dω˚IJ + ω˚IK ∧ ω˚KJ é a curvatura de Riemann e D˚ é a derivada covariante
exterior para a conexão livre de torção ω˚IJ . Portanto, se a torção for diferente de zero,
vemos que os termos remanescentes poderiam contribuir para as equações de campo
no mesmo pé de igualdade que o vierbein para curvatura RIJ .
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Em 1916, um ano após a formulação final das equações da relatividade geral,
Albert Einstein mostrou que suas equações faziam predições da existência de ondas
gravitacionais. Ele encontrou que no regime de linearização das suas equações de
campo elas apresentam soluções de onda: ondulações transversais do próprio tecido
do espaço que se propagam na velocidade da luz. Einstein percebeu que a amplitude
dessas ondas seria extremamente pequena e de difícil detecção.
Duas estrelas de nêutron orbitando ao redor uma da outra devem perder energia
devido à emissão de ondas gravitacionais [107]. Essas ondas, assim como as ondas
eletromagnéticas, são portadoras de energia e momento. O processo de linearização
das equações de Einstein gera, no famoso calibre de De Donder, equações de onda
para a geometria do espaço-tempo[85]. Seria como imaginar um lago sendo o espaço-
tempo e, ao soltarmos uma pedra sobre este, vemos ondas que se propagam a partir da
fonte emissora. Do mesmo modo, em alguns eventos gravitacionais, como por exemplo a
explosão de uma Supernova, é de se esperar pelas equações que haja ondas de geometria,
ou seja, flutuações geométricas em torno de um fundo fixo que se tem a priori.
No mesmo ano, um brilhante astrônomo e físico alemão, Karl Schwazschild, en-
quanto servia na Rússsia na primeira guerra mundial, encontrou soluções exatas para
as equações de Einstein. Ele escreveu um trabalho fundamental que conseguia, pela
primeira vez, resolver de maneira exata as equações da relatividade geral, para o caso
particular de simetria esférica. Sua solução deu origem a uma predição sem preceden-
tes na ciência. O espaço-tempo tendo essa plasticidade e capacidade de se curvar na
presença de matéria-energia, seria possível concentrar tanta matéria-energia em uma
região do espaço-tempo, que a curvatura, interpretada campo gravitacional, seja tão
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intensa que nem mesmo a luz conseguiria escapar. Essa solução foi entendida, mais
tarde, através de contribuições importantantíssimas do físico indiano Subrahmanyan
Chandrasekhar [6], como a descrição dos chamados buracos negros. Desde então, ex-
perimentos a fim de se detectar ondas gravitacionais tem sido propostos e uma das
possíŋveis fontes para a propagação dessas ondas seria um caso onde dois buracos
negros que giram em torno um do outro se fundem. Esse processo de fusão de dois
buracos negros seria capaz de gerar ondas gravitacionais. E exatamente 100 anos de-
pois dessas predições, dantes impensáveis, o observatório LIGO (Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory) anunciou, a detecção mais surpreendente de todos os
tempos na ciência [25, 26]. Um século após as predições fundamentais de Einstein e
Schwarzschild foi reportado a primeira detecção direta de ondas gravitacionais, advin-
das de um sistema binário de buracos negros fundindo em um único. Essas observações
proporcionam um acesso singular [66], em toda história do desenvolvimento científico,
as propriedades fundamentais do espaço-tempo no regime de campo gravitacional in-
tenso e alta velocidade, e confirmando as predições da relatividade geral. A cada vez,
a Relatividade Geral tem triunfado em seus testes [35, 36].
Ondas Gravitacionais sobre Espaço-Tempo de de Sitter
Vimos que o formalismo de Palatini para a relativvidade geral, sem matéria
fermiônica, reproduz os mesmos resultados dinâmicos que o formalismo de segunda-
ordem10. A busca por soluções tipo-onda reduz-se a uma análise de perturbações
em torno de um vácuo com curvatura constante, a saber de Sitter, no formalismo
métrico. Com efeito, separando a métrica do espaço-tempo como gµν = g˚µν + hµν ,
com | hµν | 1 segue, naturalmente, que as quantidades perturbadas em primeira
ordem, denotadas com um 1 sobrescrito, leem-se
Γα(1) µν =
1
2
g˚αβ
(∇˚µhβν + ∇˚νhµβ − ∇˚βhµν). (C.1)
10A única diferença sendo que a torção nula, no formalismo Einstein-Cartan, é consequência das
equações de movimento.
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Nesse caso, abaixar e subir os índices e o cálculo de derivadas covariantes são
feitas usando-se a métrica de fundo g˚µν . A expressão para curvatura pode ser obtida
da equação(C.1), em primeira ordem, notando que termos tipo Γ2 são negligenciáveis
no cálculo da ordem requerida.
Rα(1) κµν =
1
2
(∇˚µ∇˚νhακ + ∇˚µ∇˚κhαν − ∇˚µ∇˚αhκν − ∇˚ν∇˚µhακ
−∇˚ν∇˚κhαµ + ∇˚ν∇˚αhκµ
)
. (C.2)
Fazendo-se uma contração do tensor de curvatura, obtemos o tensor de Ricci, R(1)ακ =
Rµ(1) αµκ, que nesse caso assume a seguinte forma
R(1)ακ =
1
2
(∇˚µ∇˚κhµα + ∇˚µ∇˚αhµκ − ∇˚µ∇˚µhακ − ∇˚κ∇˚αhµµ). (C.3)
Sendo nossa região de interesse longe o suficiente da fonte emissora, ou seja,
Tµν = 0, i.e., estamos considerando a dinâmica das perturbações na região livre de
matéria-energia. Portanto, a equação Rακ = 0 deverá ser assegurada em todas as
ordens. Demanda-se que R˚ακ = 0, tem-se que a métrica do fundo deve ser solução das
equações de Einstein na região livre de matéria-energia. A próxima ordem, R(1)ακ = 0
nos fornece as equações de movimento obedecidas pelas perturbações no regime que
estamos interessados
∇˚µ∇˚κhµα + ∇˚µ∇˚αhµκ − ∇˚µ∇˚µhακ − ∇˚κ∇˚αhµµ = 0, (C.4)
Desejamos reescrever as equações (C.4) em uma forma tipo-onda em um fundo com
curvatura diferente de zero. Denotaremos o traço da métrica hµµ por h, e a métrica
de traço-reverso é definida como h¯µν = hµν − 1/2˚gµνh. Além disso, sabemos que sob
uma transformação de difeomorfismos infinitesimal,
xµ −→ xµ + ξµ,
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a perturbação da métrica varia funcionalmente como
hµν −→ hµν + ∇˚µξν + ∇˚νξµ, (C.5)
usando dessa liberdade de gauge podemos impor, contanto que seja acessível, a condição
de divergência nula dessa métrica de traço-reverso,
∇˚µ(hµν −
1
2
δµνh) = ∇˚µh¯µν = 0, (C.6)
essa é a generalização do conhecido gauge de de Donder [7, 42, 108]. Lembrando que
[∇˚µ, ∇˚ν ]Tα β = R˚α µνλT λ β + R˚λ µνβTα λ, (C.7)
uma vez que essas condições são impostas, podemos manipular (C.4) fazendo uso das
relações dadas em (C.7), e finalmente obtemos
˚h¯µν + 2R˚αµβν h¯αβ = 0, (C.8)
onde ˚ ≡ ∇˚α∇˚α, é o operador de D’Alembert covariante. As equaç?os (C.8) descrevem
a propagação de uma onda gravitacional em uma região livre de matéria em um vácuo
com curvatura diferente de zero. No caso especial de interesse, esse vácuo seria o fundo
de de Sitter, ou seja, R˚µαβν =
Λ
3
(˚gµβ g˚αν − g˚µν g˚αβ). As equações de onda assumem a
seguinte forma11
˚h¯µν +
2Λ
3
(h¯µν + g˚µνh) = 0. (C.9)
11Lembrando que a métrica de traço-reverso h¯µν possui o inverso do traço de hµν . Para ver isso,
basta verificar que : h¯µν = hµν − 1/2˚gµνh 7−→ h¯ = g˚µν h¯µν = −h.
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